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Zusammenfassung

Die polaren Regionen spielen eine entscheidende Rolle im Zusammenhang mit globa-
len Klimaveranderungen. Spurenstoffe vulkanogenen Ursprungs bilden im Eisschild
eingelagerte Horizonte erhohter Leitfahigkeit. Bei der Analyse von Eiskernen werden
dielektrische Messungen traditionell zum Auffinden dieser Horizonte verwendet, die
dann zur Datierung herangezogen werden. Die vorliegende Arbeit befafit sich mit
apparativen Verbesserungen der in der Literatur beschriebenen DEP (dielectric
profiling) Methode. Besonderes Augenmerk wurde dabei auf die Durchfiihrbarkeit
von Messungen im niederfrequenten Bereich unterhalb der Debyeschen Relaxation
mit hohen relativen Dielektrizitdtskonstanten von Eis gelegt.

Die beschriebene Messung der komplexwertigen — die Leitfahigkeit wird mit dem
Imaginérteil mitbehandelt — relativen Dielektrizitdatskonstanten beruht auf der Ka-
pazitdatsbestimmung eines geschiitzten, der zylinderférmigen Eiskerngeometrie ange-
pafiten Kondensators mit einer kommerziellen selbstabgleichenden Mefibriicke. Die
komplexwertige Kapazitéit bestimmt durch Division mit der aus einer Eichung be-
stimmten Leerkapazitat die effektive Dielektrizitdatskonstante des im Melkondensa-
tor zentrierten Eiskerns mit der ihn umgebenden aus Luft geformten Isolierschicht.
Zur Bestimmung eines genauen Eichstandards wurde die Leerkapazitidt des realen
MefBkondensators auf die GroBenordnung von einem Promille genau berechnet.

Zur Berechnung der relativen Dielektrizitatskonstanten des Eises aus der gemessenen
effektiven Dielektrizitdtskonstanten der Anordnung aus Eiskern und Isolierschicht
stellt die vorliegende Arbeit eine Theorie zur Verfiigung, die den Fall endlich vieler
konzentrisch um den FEiskern angeordneter Schichten beschreibt. Auch die nah ver-
wandte Behandlung einer umgekehrten Anordnung im Bohrloch wird jeweils mitdis-
kutiert. Fiir den Fall einer einzigen Trennschicht zwischen dem Kern bzw. Bohrloch
und den Elektroden sind aus der Potentialverteilung weitere Gréfien abgeleitet, und
der Einflufl von die Messung storenden Effekten ist umfassend diskutiert.

Die vorgestellten Messungen erreichen bei einer MeBfrequenz von 250 kHz eine Ge-
nauigkeit von Real- und Imaginérteil von besser als zwei bis zu einem Prozent. Eine
kombinierte Meflbank mit v-Densimeter zur Durchfiihrung von Messungen ist be-
schrieben und an umfangreichem Kernmaterial erfolgreich in der MeBanwendung
getestet. Im Rahmen der mit den methodischen Verbesserungen erreichten Genau-
igkeit beschreibt ein erweitertes Looyengamodell mit angenommenem Realteil der
Dielektrizitatskonstanten polaren Firn als Mischphase aus Luft und Eis. Ein auf der
Anwendung des Looyengamodells basierendes elektrisches Densimeter wird ausfiihr-
lich diskutiert. Die Dichte polaren Firns bestimmt man zu besser als vier bis zu
zwei Prozent Relativgenauigkeit. Die Leitfdhigkeit der Eisphase wird zu besser als
vier bis dreieinhalb Prozent genau bestimmt. Die Bestimmung der Leitfahigkeit der
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Eisphase demonstriert an einem Beispiel die Auffindung einer vorher nicht identifi-
zierbaren Schicht mit erhohter Leitfahigkeit in den oberen Kernmetern, fiir die nach
einer unabhéngigen Datierungsmethode vulkanogener Eintrag zu erwarten ist.

Die Moglichkeit niederfrequenter Messungen wird an einem Mefibeispiel demon-
striert und mehrere vorher in der Literatur beschriebene besondere Eigenschaften
von polaren Eises konnen verifiziert werden. Niederfrequente Messungen im Genauig-
keitsbereich einiger Prozent Fehler sind am Eiskern mit der beschriebenen Methode
durchfithrbar und lassen auf interessante Ergebnisse bei kontinuierlicher hochauf-
geloster Messung von Eiskernen hoffen.

Abstract

Polar regions play a key role in the understanding of global climate changes.
Impurities from volcanic origin form layers of increased conductivity in the ice
sheets. Traditionally, electrical measurements are employed to find these horizons in
ice core analyses. The work presented here deals with the instrumental improvement
of the DEP (dielectric profiling) method widely described in the literature. Special
interest is devoted to the feasibility of low frequency measurements in terms of
Debye’s relaxation with its observed high permittivities.

The described measurement of the complex-valued relative permittivity — the con-
ductivity is treated with the imaginary component — is based on the determination
of a guarded capacitor’s capacitance with a commercial auto-balancing bridge. The
cylinder-shaped capacitor clings to the geometry of the ice core, which is centered
in the middle of the capacitor. The remaining air gap between the ice core and the
electrodes acts as a blocking layer. The effective permittivity of the ice core blocking
layer set-up is the fraction of the measured capacitance and the free air capacitance,
which is determined from calibration. A precise calibration standard is achieved by
calculation of the accurate free-air capacitance of the real capacitor set-up in the
accuracy range of one per mill.

The work presented here supplies a theory calculating the permittivity of ice from
the ice core blocking layer set-up’s effective permittivity by treating an ice core
surrounded by a finite number of concentric layers. The closely related application
to an inverse set-up in the bore hole is discussed in addition. The case of one single
layer separating the core or bore hole from the electrodes is treated with the potential
distribution properties and other properties derived additionally. The influence of
measurement disturbances by different effects is discussed in detail.

The 250 kHz measurements presented in this work attain a precision of two per cent
down to one percent for real and imaginary components, respectively. An analysis
bench as a platform for a y-densimeter and a measurement capacitor is described and
tested successfully on a wide range of cores. In an application test of the densimeter,
the accuracy achieved by the methodical improvement leads to the following result:
A broadened version of Looyenga’s model assuming a real permittivity component
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of the ice phase describes polar firn as a mixture of air and ice in terms of its
electrical properties. The density is determined with a precision of about four down
to two percent. The conductivity of the ice phase is measured with an accuracy of
about four to 3.5 per cent. An example demonstrates the discovery of an increased
conductivity layer in the ice phase’s properties not being identifiable in the firn data.
Independent dating suggests volcanogenic input in the corresponding core depth.

The feasibility of low frequency measurements is demonstrated by an example of
measurement application. Several unique properties of polar ice described in the
literature can be verified as well. Low frequency measurement applications in the
order of one-percent precision are feasible and promise interesting results in conti-
nuous high resolution application to ice cores.



Kapitel 1

Einleitung und Stand der
Forschung

“Die polaren Regionen spielen eine entscheidende Rolle im Zusammenhang mit
globalen Klimaverdnderungen. Sie sind sensitive Anzeiger des Wandels und ihre
Schnee- und FEiseigenschaften sind den Wandel gut zusammenfassende Grofien”
[Weller, 1999]. “Im Gegensatz zu anderen paldoklimatischen Medien ist Eis ein in
der Atmosphére selbst geformtes Sediment. Dahinweitergehend liefern die in Eis-
kernen verfiigbaren hochaufgeldsten Messungen wertvolle Informationen iiber den
vergangenen Zustand der Atmosphére, d.h. Temperatur, chemische Zusammenset-
zung, atmosphérische Zirkulation und Gaszusammensetzung” [Hammer et al., 1997].
Die erste elektrische im Zusammenhang mit der Eiskernanalyse beschriebene stra-
tigraphische ECM (Electrical Conductivity Measurement) Memethode [Hammer,
1980] zum Auffinden saisonaler Variabilitit und von Horizonten mit Eintrag vul-
kanogenen Ursprungs [Neftel et al., 1985; Schwander et al., 1983] beruht auf der
Messung des Gleichstromleitwerts. Davon ausgehend wurde die Wechselstromme-
thode DEP (DiElectric Profiling technique) als quantitative Methode [Moore et al.,
1990, 1991, 1994] eingefiihrt und stellt heute eine Standardmethode bei der Eisker-
nanalyse [Wolff et al., 1997; Wolff, 2000], insbesondere auch bei der Datierung iiber
bekannten Vulkanausbriichen zuordenbaren Horizonten [Moore et al., 1991] dar. Im
Vergleich zum mittels ECM bestimmten Séuregehalt [Hammer, 1980] liefert DEP
zusitzlich Informationen iiber weitere Spezies wie z.B. Salze [Moore et al., 1992a,
1992b; Moore und Fujita, 1993]. Der Beitrag der vorliegenden Arbeit zu einer ver-
besserten Auffindbarkeit von Horizonten mit vulkanogenem Eintrag ist in Kapitel 4
diskutiert.

Die wahrend dieser Arbeit aufgebaute kombinierte Melbank mit MeBkondensator
und ~-Densimeter ist als Fortentwicklung frither am Alfred-Wegener-Institut einge-
setzter Kernmef3bdanke zur zerstorungsfreien hochauflosenden Messung der physikali-
schen Eigenschaften von Eiskernen zu sehen. Bei der “GRIP-Mefibank” [Wolff et al.,
1995; Kipfstuhl und Frenzel, 1994], die erstmals am Tiefbohrprojekt GRIP [GRIP
Members, 1993] eingesetzt wurde, ruht der Eiskern in einem Trog und wird an den
MefBfiihlern vorbeigefiihrt. Zu Beginn konzentrierten sich die elektrischen Messungen
auf eine Ubertragung der GleichstrommeBmethode ECM [Hammer, 1983; Taylor et
al., 1993] auf eine Wechselstrommefmethode mit kratzenden Elektroden [Kipfstuhl
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und Minikin, 1994]. Spéater wurde die Wechselstromleitwertmessung mit kratzenden
Elektroden auch von Sugiyama et al. [1995] als AC-ECM beschrieben. Ausgehend
von den in der Radarliteratur diskutierten Mischungsmodellen [Bogorodskii et al.,
1985; Shabtaie und Bentley, 1995] berechnete Wilhelms [1996] aus den dielektri-
schen Eigenschaften des Eiskerns mit dem Looyengamischungsmodell [Looyenga,
1965; Glen und Paren, 1975] Dichtewerte, die bereits eine quantitative Ubereinstim-
mung mit y-Absorptionsdichtemessungen in der Groflenordnung von 15 % Rela-
tivfehler zeigen [Wilhelms et al., 1998|. Diese Ergebnisse legen eine genaue Studie
zwischen Dichte und dielektrischen Eigenschaften nahe. Die in Abschnitt 4.1 vor-
gestellte Mefibank ist in Bezug auf diese Fragestellung optimiert. Der Verkniipfung
von Dichte und dielektrischen Eigenschaften im polaren Firn iiber Mischungsmo-
delle wird in Abschnitt 4.3 behandelt und die um eine Gréfenordnung verbesserten
Ergebnisse diskutiert.

Dielektrische Messungen werden unmittelbar nach der Kernbeschreibung durch-
gefiihrt und sind somit die erste {iber optische Stratigraphie und mittlere Dichteva-
riationen hinausgehende Information iiber den Eiskern. Beriicksichtigt man Trans-
portzeiten von mehreren Monaten bis das Probenmaterial im heimischen Labor
verfiigbar ist, so ist alleine der gewonnene Zeitvorsprung eine Motivation, moglichst
viel Information aus den dielektrischen Messungen zu gewinnen. Betrachtet man
polare Eiskerne als eine unerschopfliche Quelle besonders reiner bis hin zu mit un-
terschiedlichen Spezies verschieden stark dotierten Eisproben, fiir die viele verschie-
dene Parameter gemessen werden, so kann polykristallines Eis im Zusammenhang
mit der Spurenstoffkonzentration studiert werden. In der Literatur findet man zahl-
reiche Arbeiten iiber die Abhéngigkeit der dielektrischen Eigenschaften von Defekt-
konzentrationen, die wiederum von den Spurenstoffen im Eis abhéngen [Gréanicher
et al., 1955, 1957; Camplin und Glen, 1973; Camplin et al., 1978]. Petrenko und
Whitworth [1999] geben eine kompakte und iibersichtliche Darstellung der heute
allgemein zur Beschreibung der dielektrischen Eigenschaften von Eis akzeptierten
Theorie von Jaccard [1959, 1965, 1966, 1967; Jaccard und Levi, 1961]. Die Theo-
rie beschreibt eine Relaxation vom Debyeschen [1929] Typ, d.h. bei einer typischen
Frequenz von einigen Kilohertz dndern sich die dielektrischen Eigenschaften von Eis
grundlegend. Bezogen auf diese Relaxation im niederfrequenten Bereich findet man
hohe Dielektrizitdtskonstanten um die 100 und hoher und geringe Leitfahigkeiten im
Bereich von 10 “—IE’ Im hochfrequenten Bereich ist die Dielektriztatkonstante in der
GroBenordnung von 1 und die Leitfahigkeit in der Groflenordnung von 10 %s DEP
nach Moore et al. [1990] arbeitet im hochfrequenten Bereich mit fiir die Identifizie-
rung von Bereichen mit moglichem Spurenstoffeintrag ausreichender Genauigkeit.
Eine Verbesserung der Mefligenauigkeit — besonders auch fiir niederfrequente Mes-
sungen — muf} bei der Beriicksichtigung akzeptierter Meflprinzipien in Parallelplat-
tenkondensatoranwendung fiir die zylinderféormige Geometrie der DEP Apparatur
ansetzen.

Eis besitzt eine quasifliissige Schicht an seinen Oberflichen [Petrenko und Whit-
worth, 1999]. Oberflicheneffekte an den Korngrenzen polykristallinen Eises wird
man den dielektrischen Materialeigenschaften polykristallinen Eises zurechnen. Bei
einer Messung der Volumeneigenschaften sind storende Effekte an der Probenober-
flache abzuschétzen. Die Oberflachenleitfahigkeit wird ausfiihrlich in der Literatur
diskutiert, [Maeno, 1973; Maeno und Nishimura, 1978; Caranti und Ilingworth,
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1983] und zur Vermeidung von Oberfléchenstromen bildet der Einsatz von Schutz-
elektroden eine Standardmethode [Camp et al., 1967, 1969; Bullemer et al., 1969;
Engelhardt et al., 1969; Ruepp und Kaf; 1969; Cole und Woérz, 1969]. Wilhelms
[1996] iiberdachte und modifizierte die Geometrie der Schutzelektroden bei der DEP
Messung und diskutierte erstmals den Einflul von Oberflichenstromen. Die in die-
ser Arbeit entwickelte Theorie zur Behandlung von Isolierschichten behandelt das
Problem von Oberflachenstrémen in Kapitel 3 exakt.

Ein weiteres Problem bei Messungen im Eis stellt die unzureichende Ladungstréiger-
umwandlung von Protonen im Eis in Elektronen im Meflkreis dar. An den teilweise
isolierenden Elektroden treten nicht befriedigend behandelbare Raumladungspolari-
sationseffekte auf. Zur Schaffung klarer theoretisch behandelbarer Verhéltnisse dieser
Raumladungspolarisationseffekte [Macdonald, 1953, 1958, 1959, 1974] fithrte man
neben weiteren umsténdlich zu verwirklichenden Elektroden vollstdndig isolierende
Schichten in den Meflkondensator ein. Zahlreiche Messungen mit Algorithmen zur
Ableitung der Eigenschaften von Eis aus den Anordnungen mit Isolierschicht sind
beschrieben [Mounier und Sixou, 1969; Gross et al., 1978, 1979, 1980; Gross und
Johnson, 1983; Gross und McGehee, 1988].

Die bisherige Anwendung von DEP behandelt Isolierschichten aus Luft hochstens
mit der Theorie fiir Parallelplattenkondensatoren [Moore et al., 1990] und be-
schrankt sich bis auf vereinzelte Ausnahmen mit Darstellungen der Dielektrizitéits-
konstanten in anfidnglichen methodischen Verdffentlichungen [Moore und Paren,
1987] auf die Diskussion von Leitfahigkeiten. Die Betrachtung der hochfrequen-
ten Dielektrizitatskonstanten und ihre Interpretation als in fithrender Ordnung von
der Dichte bestimmt ist das Ergebnis von Wilhelms [1996]. Die niederfrequente Di-
elektrizitatskonstante ist wesentlich von der Defektkonzentration im Eis bestimmt,
aber einer Messung schwer zugénglich, da kleinste Luftspalte die Messung stark
verfilschen konnen [Auty und Cole, 1952]. Ein Beitrag zur Losung dieses Problems
ist die in Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit behandelte Theorie der vollstéandigen
Isolierschichten fiir die spezielle zylinderférmige Geometrie eines mittenzentrierten
Eiskerns zwischen zwei halbschalenférmigen Elektroden bzw. umgekehrt mittenzen-
trierte Elektroden in einem Bohrloch. Isolierschichtluftspalte kénnen damit theore-
tisch exakt behandelt werden. Ndherungen und die Luftkapazitéit der verwendeten
Anordnung zu Eichzwecken werden ausfiihrlich diskutiert.

Die abgeleitete Theorie ist nichtlinear, so dal anders als beim Plattenkondensator
Isolierschichten nicht mehr unmittelbar herausgerechnet werden kénnen. Kapitel 3
behandelt die praktische Umsetzung der Theorie in die Anwendung mittels numeri-
scher Methoden. Die schon erwihnte Mef3bank nach Kapitel 4 ist ein erster Ansatz
zur praktischen Durchfithrung von Messungen mit der zur Anwendung der Theo-
rie im niederfreqeunten Bereich bendétigten mechanischen Prézision. Die prinzipiel-
le Moglichkeit von niederfrequenten Messungen am Eiskern kann gezeigt werden.
Zur kontinuierlichen hochaufgelosten Messung am Eiskern ist zukiinftig noch eine
automatisierte Kernpositionierung einzubauen, was aber mit mechanischen Stan-
dardlosungen zu bewerkstelligen ist.

Die mit verbesserter Mefigenauigkeit zu erwartenden neuen Erkenntnisse iiber das
betrachtete Objekt — hier polares Eis — sind Erwartungen zu Beginn und Motivation
wéhrend einer methodischen Arbeit. Der bereits mit dem Looyengamodell erklérte
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Einflufl der Verdichtung auf die dielektrischen Eigenschaften polaren Firns wurde
hier in der Einleitung erwédhnt. Mit verbesserter Meflgenauigkeit zu erwartende neue
Ergebnisse diskutiert man nach verrichteter Arbeit im Ausblick in Kapitel 5.



Kapitel 2

Theorie des geschiitzten
zylinderformigen Kondensators

In Wilhelms [1996, Kap. 2.3.4] wurde eine theoretische Behandlung der DEP-Appa-
ratur vorgenommen, die Potentialverteilung im Innenraum und die Leerkapazitét be-
rechnet. Die Berechnung wurde allerdings in ebenen Polarkoordinaten durchgefiihrt
und die Abweichung vom realen, endlich langen Kondensator nicht weiter diskutiert.
Insbesondere zur Definition von Eichstandards ist die in Abschnitt 2.1 vorgenom-
mene Berechnung der Leekapazitéit eines endlich langen Kondensators relevant. Die
Theorie des in Abschnitt 2.3 behandelten geschiitzten Kondensators mit 2 Schich-
ten ergibt sich als Spezialfall der zuvor in Abschnitt 2.2 behandelten konzentrischen
Schichtung mehrerer Lagen.

2.1 Theoretische Berechnung der Leerkapazitéit
des zylinderférmigen geschiitzten Kondensa-
tors

Die in Abschnitt 2.1.5 angegebenen Fehler durch Behandlung eines realen Mef3-
kondensators bzw. einer Bohrlochsonde in der Ndherung ebener Polarkoordinaten
quantifiziert man durch vergleichende Betrachtung eines realen endlich langen Zy-
linders mit Randspalten und eines unendlich langen Zylinders. Zur Durchfiithrung
der theoretischen Abhandlung werden zunéchst in Abschnitt 2.1.1 geeignete Koor-
dinatenfestlegungen getroffen, die mit Bestimmung der Potentialverteilung in Ab-
schnitt 2.1.2 und 2.1.3 eine Potenzreihenentwicklung fiir die Leerkapazitit ermogli-
chen.

2.1.1 Koordinaten und elektrostatische Nidherung

Der Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems (x,y, z) werde im Mittelpunkt
des Zylinders vom Radius a gewihlt. Die z-Achse liege entlang der Achse des aus den
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Gegenelektrode (—V/2)

MeBelektrode (+V/2)

AN

Abbildung 2.1: Koordinatensystem fiir die Berechnung der Leerkapazitit
Zwei Halbschalen mit Radius a bilden einen geschiitzten Plattenkondensator mit einer
Potentialdifferenz V. Die Schutz- bzw. Gegenelektrode habe die Lange L. symmetrisch um
den Ursprung des in der Mitte der Meflelektrode mit der Lénge | gewéhlten Koordinaten-
systems. Die Elektrodenhalbschalen sind seitlich durch einen Winkel 2 iiberstreichenden

Schutzelektrode (+V/2)

Spalt symmetrisch um die Ebene zwischen den Halbschalen begrenzt, fiir den das Po-
tential 0 angenommen wird. Die Mefelektrode ist mittenzentriert in die Schutzelektrode
eingebettet und iiberstreicht einen Winkelbereich ¢ symmetrisch zur y-Achse des Koordi-
natensystems. Die Berechnung erfolgt in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) in denen sich jeder
beliebige Ortsvektor 1 darstellen 1468t. Den Winkelbereich der Meflelektrode parametrisiert
man dann symmetrisch um die y-Achse fiir Winkel ¢ € [¢, 7 — ¢].

beiden Halbschalen geformten Zylinders. Die beiden anderen Achsen sind dann in
einer Ebene in der Mitte der Meflelektrode und senkrecht zur z-Achse. Dabei sei die
x-Achse in der Symmetrieebene zwischen den beiden Halbschalen und die y-Achse
senkrecht dazu. Abbildung 2.1 illustriert das gewéhlte Koordinatensystem und zeigt
auflerdem die im folgenden weiter gewahlten Definitionen.

Das gestellte Problem ist zylindersymmetrisch, deshalb wiahlt man anstelle der kar-
tesischen Koordinaten Zylinderkoordinaten. Ein beliebiger Ortsvektor I wird dann in
den Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) entsprechend Jackson [1982, Abb. 3.8] dargestellt.
Mit der Wahl des Potentials +V/2 fiir Me- und Schutzelektrode bzw. —V/2 fiir die
Gegenelektrode ist ¢ € (—m,m] mit 0 entlang der positiven Richtung der x-Achse
eine natiirliche Wahl. Die Meflelektrode habe die Léange 1, so daf ihre z-Koordinate
zwischen -1/2 und +1/2 lauft. Sie {iberspanne ferner einen Winkel ¢y symmetrisch

um die y-Achse. Fiir die Berechnung parametrisiert man die Elektrode mit der Win-
kelkoordinate, d.h. sie lauft zwischen £ = 7/2 — ¢g/2 und © — £ = 7/2 + ¢o/2. Die
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Schutz- und die Gegenelektrode haben z-Koordinaten zwischen —L/2 und L/2. Ein
den Winkel 21 iiberstreichender Spalt auf Potential 0 am Rande kann ebenfalls
beriicksichtigt werden, d.h. die Schutzelektrode hat Winkelkoordinaten von v bis
m — 1 und die Gegenelektrode von —7 + 1 bis —.

Fiir den Fall einer groflen Wellenldnge A im Vergleich zu den Ausdehnungen der
Apparatur reduziert sich nach Jackson [1982, Kap. 2.11] eine allgemeine elektrody-
namische Fragestellung auf ein elektrostatisches Problem. Anschaulich variiert das
Feld dann nur vernachléssigbar iiber die Ausdehnung der Apparatur. Fiir Frequenzen
f < 100 MHz schéitzt man die Wellenlénge in Luft mit der Vakuumlichtgeschwindig-
keit ¢ zu A = ¢/f 2 3 m ab, was grof} gegen einen Apparaturdurchmesser ~ 0.15 m
bzw. eine Mefelektrodenbreite von maximal &~ 0.1 m ist. Alle folgenden Rechnungen
werden deshalb in elektrostatischer Naherung vorgenommen.

2.1.2 Potentialverteilung

In Wilhelms [1996, Kap. 2.3.2] wurden die Gleichungen fiir elektrostatische Pro-
bleme bereits bereitgestellt. Da alle makroskopischen Ladungen im Innenraum des
Zylinders verschwinden, wird das zu 16sende Problem vollstdndig durch die Poisson-
Gleichung im Vakuum

190 00 10*°®d 0*d
AP(p,p,2)=——p—+—=—5+—5 =0 2.1
und die oben angegebenen Randbedingungen

—2 fir —7+9Y < ¢ < =, -L/2 < z < L/2
d(a,p,z) =< ++ fir ) < v < m—v, -L/2 < z < L/2

0 fast iiberall sonst!

RSN

(2.2)
beschrieben.

Natiirlich variiert die Potentialverteilung in der Elektrodenumgebung nicht geméfl
dem hier vorgegebenen Rechteckverhalten. Da das elektrische Potential der jeweili-
gen Halbschale von der Oberfliche der Schale zum Unendlichen hin auf Null abféllt
bzw. ansteigt und die durch die jeweiligen Halbschalen induzierten Potentialvertei-
lungen linear superponieren, ist das Potential im gesamten Raum durch die Po-
tentialwerte der beiden Halbschalen beschréankt. Zwei Fille schétzen also die reale
Potentialverteilung in der Elektrodenumgebung ab: Das Potential springt bei den
Winkeln ¢ = +7 und die Halbschalen sind unendlich ausgedehnt, oder das Potential
springt bei ¢ = £+ bzw. ¢ = +(m — 1)) und den Elektrodenenden bei z = £L/2 auf
® = 0. Der hier betrachtete Fall mit Potentialsprung auf Null in der Umgebung ist

L“fast iiberall” ist hier im Sinne der Integrationstheorie zu verstehen, d.h. bis auf eine Menge vom
Maf Null. Diese Einschrédnkung beinhaltet die Punkte auf den Rédndern, die bei einer Entwicklung
in eine Fourierreihe den Wert des Integrals nicht &ndern und deshalb unwesentlich sind. Damit
stimmt dann auch die spéter angegebene Entwicklung der Potentialverteilung auf dem Rand in eine
Fourierreihe (2.11) mit der hier angegebenen iiberein, da die Werte auf dem Rand mit anderem
Funktionswert nur eine Menge vom Mafl Null bilden.
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der Allgemeine, wobei alle anderen Fiélle sich direkt als Grenzfille ergeben und so
eine obere und untere Abschéatzung des berechneten Wertes erlauben.

Gleichung (2.1) 16st man nach Jackson [1982, Kap. 3.7] allgemein mit folgendem
Separationsansatz:

®(p, . 2) = R(p) Qw) Z(2) . (2.3)
Die Separation fiihrt nach Trennung der Variablen auf die drei folgenden Differen-
tialgleichungen:

d?Z

z

d2

—dﬁ +1°Q =0, (2.5)
2R 1dR [, 1°
d—p2+;d—p—</€ +;)R:O. (2.6)

Das gefundene Differentialgleichungssystem entspricht dem in Jackson [1982, GI.
(3.98)] angegebenen. Im folgenden sind jeweils die drei homogenen Differentialglei-
chungen zu 16sen.

2.1.2.1 Losung des Zylinderachsenanteils (2)

Die Abhéngigkeit der Potentialfunktion ® von der z-Koordinate ist nach der Sepa-
ration vollstandig in der Gleichung (2.4) fiir die separierte Z(z) Funktion enthalten.
Gleichung (2.4) hat die Losungen sin kz und cos kz [Jackson, 1982, Kap. 3.7]. Die
moglichen £ bestimmt man nun aus den Randbedingungen des Problems. Die Po-
tentialverteilung auf dem Rand (2.2) ist gerade beziiglich der z-Koordinate, d.h.
die ungeraden sin kz sind keine Losungen. Ferner soll das Potential auf dem Rand
bei z = £L/2 verschwinden. Da das Verschwinden bei z = —L/2 fiir eine gerade
Funktion mit dem Verschwinden bei z = L/2 bereits erfiillt ist, ergibt sich fiir die
cos kz die Bedingung cos(k L/2) = 0. Der Cosinus verschwindet bei (2n+ 1) 7/2 fur
ganzes n € Z, das 0.B.d.A. als natiirlich n € Ny angenommen werden kann, da sich
die positiven und negativen Losungen nicht unterscheiden. Damit ergeben sich aus
der Bedingung kL/2 = (2n + 1) /2 die moglichen £ = (2n + 1) 7/L mit n € Ny.
Die moglichen Losungen sind also:

cos (2n + 1) %Z mit n e Np. (2.7)

Die beiden Losungen fir £ = 0, Z(z) = 1 und Z(z) = z schlieBt man mit ihrem
Nichtverschwinden fiir z = +L/2 ebenfalls aus. Fiir die nachfolgende Diskussion
wird noch die Fourierentwicklung der 1 benotigt werden. Nach Bronstein und Se-
mendjajew [1989, Abschn. 4.4.1.2 Gl. 42] folgt:

4 & cos(2n + 1) %2 L L
1=— —1)" L fii - = —. 2.
=D on + 1 o 3 =753 (28)

n=0

Fiir z = £L/2 ist diese Summe nach dem Kriterium von Dirichlet-Jordan [Bronstein
und Semendjajew, 1989, Abschn. 4.4.2.1], das fiir die Unstetigkeitsstelle eines Fou-
rierintegrals als Funktionswert den Mittelwert des oberen und unteren Grenzwertes
angibt, tatsdchlich 0, denn dort springt die Summe nach —1.
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2.1.2.2 Loésung des Winkelanteils (Q)

Analog zur Losung des Z-Anteils sind die Losungen der Gleichung fiir den Q-Anteil
(2.5) ebenfalls sin vy und cos vo. Da das Potential auf dem Rand (2.2) ungerade
in ¢ ist, kommen in diesem Fall nur die ungeraden sin v¢ als Losung in Frage.
Zunéachst folgt aus der Bedingung einer in ¢ = 7 verschwindenden Losung, aus dem
Verschwinden des Sinus bei ganzen Vielfachen von 7, dafl v € Z eine ganze Zahl
sein mufl. Da sich die Losungen fiir positives und negatives v nur um ein Vorzeichen
unterscheiden kann 0.B.d.A. v € Nj als natiirlich angenommen werden. Mit der
geraden Symmetrie des Potentials auf dem Rand (2.2) bzgl. der y-Achse sortiert
man die Losungen mit geradem v wie unten folgend aus. Die gerade Symmetrie
bzgl. der y-Achse fordert Q(m — ¢) = Q(p). Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt
aber andererseits sin (vm — vp) = sin v cos v — cos v sin v = (—1)"T! sin v,
d.h. die Bedingung an @ 148t sich nur fiir ungerade v erfiillen. Damit sind die
Losungsfunktionen des Problems gerade:

sin(2m+ 1) ¢ mit m € Ny . (2.9)

Die Losungen fiir v = 0, Q(¢) = 1 und Q(¢) = ¢ sortiert man ebenfalls aus,
da sie gerade bzw. nicht bei +7m verschwinden. Fiir die weitere Diskussion wird
die Fourierentwicklung der 1 nach diesen Funktionen die Diskussion vereinfachen.
Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 4.4.1.2 Gl. 37] geben an:

4 i sin (2m+1) ¢

1=—
™= 2m+1

fiir O<p<m. (2.10)

Nutzt man weiter, daf fiir negative Elemente die Relation (2.10) negativ wird und
fir ¢ = 0 bzw. ¢ = 7 nach dem Kriterium von Dirichlet-Jordan [Bronstein und
Semendjajew, 1989, Abschn. 4.4.2.1] verschwindet, so verifiziert man durch eine
Fallunterscheidung und anschliefende Anwendung eines Additionstheorems:

4 i sin (2m+1) ¢ cos (2m+1) ¢ o
™ 2m+1 -
m=0

_ 2 mf’:o (sin @rith) (p=v) . sin @) 1<<p+w>> _
(0 fir —7 < p < —mH4Y
-1 fir —74+9Y < ¢ < —
0 fir —9¢ < < P
= 1 fur Y < v < T=Y (2.11)
0 fir 7#—¢ < o < ™
s fir ) = ¢ oder w—21
L —% fiir © = —¢ oder —mw+1

2.1.2.3 Losung des Radialanteils (R)

Die Gleichung fiir den R-Anteil (2.6) wird durch die modifizierten Bessel-Funktionen
gelost [Jackson, 1982, Kap. 3.7]. Nach Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn.
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3.3.1.3.4] kombinieren fiir ganzzahliges v die sogenannten modifizierten Besselschen
Funktionen erster (1, (kp)) und zweiter (K, (kp)) Gattung linear zu einer allgemeinen
Losung. In Abschnitt 2.1.2.2 wurde bereits diskutiert, dafl v ganzzahlig zu fordern
ist. Die I, sind fiir p — 0 beschrinkt und fiir p — oo unbeschriankt, wihrend die
K, fir p — oo beschriankt und fiir p — 0 unbeschrénkt sind [Bronstein und Se-
mendjajew, 1989, Abschn. 3.3.1.3.4]. Damit sind die [, Losungen im Innenraum des
Zylinders und die K, Losungen im Auflenraum des Zylinders. Verwendet man die in
Abschnitt 2.1.2.1 gefundene Relation fiir £ = (2n+1) 7/L und normiert die Losungs-
funktionen auf der Mantelfliche des Zylinders auf 1, so sind die Lésungsfunktionen
mit den in den Abschnitten 2.1.2.1 und 2.1.2.2 gefundenen Werten fiir v und &:

Igm+1 ((2’/’L + 1) ELB)

fiir n,méeN 2.12
Igm+1 ((27’L + 1) %) 0 ( )

im Innern des Zylinders und
Komg ((2n+1) 52) fir ~ n,meN, (2.13)

K2m+1 ((27’L + 1) %)
auferhalb des Zylinders.

2.1.2.4 Potenzreihe fiir die Potentialverteilung

Allgemein ist die Potentialfunktion ®(p, ¢, z) nun als Linearkombination der oben
hergeleiteten Losungsfunktionen anzusetzen. Fiir die Losungsfunktionen existieren
Orthogonalitétsrelationen, so dafl die Integration des Ansatzes iiber das Randge-
biet (2.2) die Koeffizienten der Reihenentwicklung liefert. Diese Entwicklung wurde
durchgefiihrt, ist aber sehr aufwendig und uniibersichtlich. Auf dasselbe Ergebnis
fithrt die unten durchgefiihrte anschaulichere Herleitung. In den vorangegangenen
Abschitten wurden bereits die normierten Fourierreihen fiir die Entwicklung auf dem
Rand (2.8) und (2.11) unter Beriicksichtigung aller nichtverschwindender Funktionen
hergeleitet. Ferner wurden die auf dem Rand auf 1 normierten Losungsfunktionen
fiir den Radialanteil R (2.12) und (2.13) angegeben. Multipliziert man das Produkt
der beiden Reihen und des Radialanteils mit dem Potential der Mefelektrode +V/2,
wobei {iber den Radialanteil zu summieren ist, so erhélt man die allgemeine Losung
des Problems fiir ®. im Innern und ®. auflerhalb des Zylinders:

oo o0

(=1)

3V nsin(2m+1)gpcos(2m+1)1px
2

2.14
2m +1 ( )

S (pp2) =
m=0 n
Tom ”
cos(2n+1) 2= {1{227,:1} ((2n+1) 22)
2n + 1 { Iomy1 } ((2TL + 1) %)

Kom41

X

2.1.3 Leerkapazitit

In Wilhelms [1996, Abschn. 2.3.4.1] wurde zur Berechnung der Oberflichenladungs-
dichte 6 aus der Potentialverteilung ®; im Innern des betrachteten Gebietes mit
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einer relativen Dielektrizitdtskonstante ¢ bzw. ®, auflerhalb des betrachteten Ge-
bietes aus der Ableitung in Richtung der Flachennormalenrichtung 72 hergeleitet.
Fiir die hier vorgenommene Berechnung werden Metallelektroden angenommen, so
daB die Ableitung des Potentials im Auflenraum 88% verschwindet, da das Innere
von Metallen feldfrei ist. Die Relation fiir die Oberﬂachenladungsdlchte ist dann:

. 0P

G=ceo = (2.15)
g0 = 8.8542 x 107'2A sV~ m~! bezeichnet die Dielektrizititskonstante des Vaku-
ums. Fiir die Betrachtung hier ist die betrachtete Zylinderoberfldche senkrecht auf
dem Radiusvektor, es ist also partiell nach p zu differenzieren, fiir den Bereich inner-
halb des Zylinders in positiver Richtung, fiir den Bereich auflerhalb des Zylinders in
negativer Richtung. Die Ladung @) auf der Meflelektrode ergibt sich dann als Integral
der Fldchenladungsdichte iiber die Grenzen der Meflelektrode:

Qisy = 1%} / /660 —, < (0¥, 7)) dz"ady’ . (2.16)

p'=a

1
2

2.1.3.1 Ableitungen der modifizierten Besselfunktionen

Zur Berechnung der Ladung auf der Meflelektrode ist die Ableitung beziiglich der
Radialkoordinate zu bilden. Die modifizierten Besselfunktionen sind von der Radial-
koordinate p abhingig. Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 3.3.1.3.4] geben
Relationen fiir die Ableitungen der modifizierten Besselfunktionen an, die nach ge-
eigneter Umformung auf die hier benotigten Relationen fiithren:

& Tami1((2n41) )| . 2m+1 @nt1) 7 Tomya((2n+1) Z2)
L (@D 5) A T P TR VEC B (2.17)

K2m+1((2n+1) fp)| . 2m+1 @n+1)r  Kom((2n+1) T2)
Bomr(@ D) T T B (@atD) £ (2.18)

2.1.3.2 Potenzreihenentwicklung fiir die Leerkapazitét

Setzt man die Potentialentwicklung (2.14) in die Formel fiir die Ladung auf der
MeBelektrode (2.16) ein, wertet mit Hilfe der Relationen fiir die Ableitungen (2.17)
bzw. (2.18) die Differentiation aus und fiihrt die Integrationen durch, so erhélt man
nach Division durch die Potentialdifferenz V' und herausziehen von ¢ eine Reihen-
entwicklung fiir die Leerkapazitiat Cj:

Qi< 32aL = — , Cos(2m + 1) & cos (2m+ 1) ¢
ECO{g} = ‘/> =€¢&y 3 2 nEO (—1) (2m n 1)2 X
Iom42 Ta
sin @ntd) =l 2m+1+(2n+1)7r{KQ,Z}((%H)T) (2.19)
2 ma '
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Die erste Doppelsumme ohne modifizierte Besselfunktionen wird ausgewertet, in-
dem man das Produkt der Cosinus nach 2 cos(z) cos(y) = cos(x — y) + cos(z + y)
[Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn. 2.5.2.1.3] in eine Summe umwandelt.

Die nach Kiirzen verbleibende Doppelsumme 1&8t sich in das Produkt zweier Fou-
rierreihen der Form ) /7, W = 2 IncotZ bzw. > .7, (—1)’“% S
[Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn. 4.4.1.2 Gln. 36 bzw. 45] aufspalten.

Einsetzen und Zusammenfassen ergibt:

1 _
Cor<y = €0 — In (cot 3 5 L4 cot S ; w) + (2.20)
o
+ 32a¢eq = (—1)™ sin (271;1) %l io: cos (2m+1) € cos (2m—+1) ¢ {%{7;;2 }((2n+1) %)
w2 n m 2
S s P e R g)
gy

Der erste Term der Gleichung ist die in Wilhelms [1996, Gl. (2.44)] bereits fur
einen unendlich langen Zylinder berechnete Leerkapazitdt. In der Grenze L — oo
verschwindet die Doppelsumme Cf wegen des verschwindenden Sinus tatséchlich.
Die gewonnene Relation ist also die Kapazitét eines unendlich langen Zylinders C§°
mit dem Korrekturterm C} fiir einen endlich langen Zylinder.

2.1.4 Auswertung des Korrekturterms C} fiir einen endlich
langen Zylinder

Die hier angestellten Rechnungen sollen einen Eichstandard liefern, der mit einer
Fehlerabschéitzung zu rechtfertigen ist. Der fithrende Term fiir einen unendlich lan-
gen Zylinder C§° 148t sich aus im System elektronischer Rechner implementierten
Funktionen direkt berechnen. Der Korrekturterm fiir einen endlich langen Zylinder
CY wird mit dem eigens dafiir entwickelten Programm aircap berechnet. Die Si-
cherstellung der numerischen Genauigkeit des in Anhang B aufgelisteten Quellcodes
aircap.c wird im folgenden kurz diskutiert. Die Reihe fiir C§ 148t sich nicht mit ei-
ner absolut konvergenten Reihe majorisieren, da die Doppelsumme in der Summati-
on iiber n nur mit ﬁ abféllt. Eine einfache Grenzwertbetrachtung und Zerlegung
in zwei Anteile, die unabhéngig voneinander majorisiert werden, ist damit nicht
moglich. Die exakte Betrachtung dieser Doppelreihe erfordert, Heuser [1990a, Kapi-
tel 44] folgend, die Betrachtung eines sogenannten Cauchynetzes, das eine begriffli-
che Verallgemeinerung des Cauchykriteriums fiir Reihen [Heuser, 1990a, Satz 33.1]
auf mehrdimensionale Summationsbereiche ist. Der Summationsbereich Ny x Ny der
Doppelfolge ist nicht mehr angeordnet, kann aber mit der Erklarung einer Relation
<: (a,b) < (¢,d) & a < cund b < d gerichtet werden. Die reellwertige Funktion C}
auf der gerichteten Menge (Ny x Ny, <) nennt man ein Netz. Ein Netz (f,) nennt
man nun ein Cauchynetz, wenn es zu jeder beliebigen Fehlerschranke ¢ > 0 eine
Stelle zy gibt, so daB fiir alle zy < 21, 29 stets |f,, — f.,| < € bleibt. Nach Heuser
[1990a, Satz 44.6] konvergieren Netze genau dann, wenn sie Cauchynetze sind. Es
gilt also hier ein 2y = (NN, M) so zu finden, daf jede beliebige Restsumme auflerhalb
des von N und M begrenzten Gebiets kleiner als die Fehlerschranke e bleibt.
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M + N Pm

N M
2. 2.

n=0m=0

N N + Ny P

Abbildung 2.2: Fehlerabschéatzung fiir die Auswertung der Doppelsumme

Der Bereich mit m < M und n < N wird bei der Berechnung der Doppelsumme ber{ick-
sichtigt. Die schraffierten Bereiche fiir m > M und n > N werden dementsprechend nicht
beriicksichtigt. Nach Vorgabe einer geeigneten Fehlerschranke e sind dann N und M so
zu wéhlen, dafl der Gesamtfehler kleiner als e ist. Bei der Auswertung wird das Supre-
mum und Infimum der Summe aller Terme iiber den schraffierten durch N + N,, P,, und
M +N,, P,, begrenzten Bereich zur Uberpriifung des Cauchy-Kriteriums iiber eine Anzahl
x von Perioden gebildet.

Die Cauchybedingung ist die bei numerischen Berechnungen héufig angewandte Ab-
bruchbedingung. Bei einer Reihe mit oszillierenden Gliedern wird man iiber mehrere
Periodenlédngen das Intervall der Reihenfunktionswerte bestimmen und, falls seine
Schwankungsbreite unter der Fehlergrenze bleibt, die Berechnung beenden.

Im zweidimensionalen Fall betrachtet man die Schwankung iiber ein Gebiet in bei-
den Summationsrichtungen. Bricht man die Summation entsprechend Abbildung 2.2
nach N Summationen in n Richtung bzw. M Summationen in m Richtung ab, so
zieht man das in Abbildung 2.2 eingezeichnete Gebiet iiber mehrere Periodenlédngen
N, N, zur Abschiitzung des Fehlers € heran, fiir den das Supremum iiber den Betrag
der summierten Glieder im Gebiet ein Maf3 ist.

Alles weitere beschrankt sich also nun auf die Bestimmung der Periodenldngen und
die Wahl geeigneter Summationsgrenzen N und M. Zur Bestimmung der langsten
Perioden fat man in der Doppelreihe fiir C} in Gleichung (2.20) durch Entwick-
lung von (—1)" = sin % m und Umformung der Produkte der Winkelfunktionen
entsprechend Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 2.5.2.1.3.] geeignet zusam-

men:
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Cg . 00 Cos<(2”2+1) 7r(1_%))_0%((%;1) 7r(1+%)) % (2.21)

15 2n+1)
y i cos (2m-+1) (E—15))-Hoos (2m+1) (E48) 1 2t H(@nt1) 32)
m=0 (2m+1)2 Iom+1 ((2n+1)@) .
Kom+1 L

Die lingste Periode in der Summe iiber n ergibt sich aus der Bedingung P,, 5 ( 1— %)

29 7, wihrend die in der Summe iiber m sich aus P, (§ — ) Zor ergibt. Beriick-
sichtigt man nun, dal die Winkelfunktionen jeweils eine halbe Periode ein positives
bzw. ein negatives Vorzeichen beitragen, so sind die maximal aufsummierten Ab-
weichungen gerade das Produkt des maximalen Koeffizienten eines Terms mit der
jeweils halben Periodenldnge % PT’”.

In Anhang A.1 wird gezeigt, dal die Verhéltnisse der modifizierten Besselfunktionen
(A.1) bzw. (A.3) in Gleichung (2.21) kleiner als 1 bleiben, also wird der Maximal-
wert eines Terms nach Zerlegung der Summationsebene in die beiden Halbebenen
entsprechend Abbildung 2.2 gerade durch die Faktoren 5 Nl i bzw. € M1+1)2 und den
Vorfaktor 321# bestimmt. Aufteilung des Fehlers auf die jeweiligen Halbebenen
liefert damit die Bedingungen fiir Summationsobergrenzen:

32a550&73m 1

!
Zm << (2.22)
72 2 2 2N+1-2
32aceq Pn P 1 ' e
Inlm - oL 2.23
72 2 2 (2M+1)2 "2 (223)

Die berechnete Leerkapazitit ist entsprechend der bei der Wahl der Randbedingun-
gen fiir die Potentialverteilung (2.2) angestellten Betrachtungen der Mittelwert des
Wertes fiir einen unendlich langen Zylinder ohne Luftspalt C§°|y—¢ und des hier
berechneten realen Zylinders mit Potentialsprung auf Null an seinen Enden und im
Luftspalt C§° + C}. Der Fehler ist entsprechend die halbe Intervallbreite zwischen
diesen beiden Werten.

2.1.5 Giiltigkeit der Behandlung in ebenen Polarkoordina-
ten

Die eben abgeleitete Theorie ermoglicht nun eine DEP-Apparatur oder Bohrloch-
sonde so zu dimensionieren, daf} sie sich wie eine unendlich lang ausgedehnte An-
ordnung ohne Luftspalte verhélt und deshalb theoretische Betrachtungen in ebenen
Polarkoordinaten vorgenommen werden koénnen. Das in Anhang B bereitgestellte
Programm aircap.c kann zur Behandlung spezieller Dimensionierungsprobleme im
Einzelfall verwendet werden. Hier sollen nur einige grundsétzliche Interpretationen
der berechneten Kapazitat dargelegt werden.
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2.1.5.1 Abhingigkeit der Leerkapazitit von der Linge der Schutzelek-
trode

Die Abbildung 2.3 zeigt die Ergebnisse fiir einen realen DEP-Kondensator
(Abb. 2.3a) und eine reale Bohrlochsonde (Abb. 2.3b), ohne Luftspalte. Das grau
unterlegte Intervall gibt die Grenzen fiir die Leerkapazitit zwischen der Losung fiir
den unendlich langen Zylinder C§® und dem endlich langen mit Potential auf Null
an den Grenzen des Zylinders C}' an. Dementsprechend ist fiir den Wert der Leer-
kapazitit C5° + C}'/2 mit einem Fehlerintervall von C§/2 angegeben.

Fiir die Dimensionierung einer Apparatur withlt man eine Linge, fiir die C}/2 unter
die angestrebte Genauigkeit fallt. Der Vergleich der Abbildungen 2.3a und 2.3b
zeigt, dafl der Korrekturterm fiir den Innenraum wesentlich schneller abfallt, als fiir
den AuBlenraum. Wihrend fiir die gewihlten Abmessungen der zusétzliche Beitrag
des Korrekturterms im Innenraum schon bei 20 cm Schutzelektrodenlange auf 1 %
abgefallen ist, muff im Auflenraum die Schutzelektrode mehr als sechsmal so lang
sein, um den zusitzlichen Beitrag des Korrekturterms auf unter 1 % zu driicken.

Eine anschauliche Interpretation der Ergebnisse entwickelt man ausgehend von der
Proportionalitét von Feldliniendichte und influenzierter Ladung. Je langer der Zy-
linder ist, desto mehr wird das Feld in der Mitte im MeBelektrodenbereich zusam-
mengedriickt und Feldkomponenten in Richtung der Zylinderachse werden kleiner.
Damit ist aber anschaulich klar, dafl die Leerkapazitit eines endlich langen Zylinders
grofler ist als die eines unendlich langen, da fiir den zusétzlich vom Feld durchgrif-
fenen Raum mehr Ladungen auf der Oberfliache als Feldlinienquellen untergebracht
werden kénnen. Da der Innenraum effektiver umschlossen wird als ein nach unendlich
ausgedehnter Auflenraum, wird das Feld im Innenraum stérker zusammengedriickt
als im Auflenraum.

Diese gute Anndherung der Leerkapazitdt fiir einen endlich langen DEP-
Kondensator an einen unendlich langen bereits bei 30 cm Schutzelektrodenlédnge
verifiziert theoretisch die bisher von Wilhelms [1996] und Wilhelms et al. [1998]
gemachten Annahmen der Behandelbarkeit des DEP-Kondensators in ebenen Po-
larkoordinaten fiir einen 70 cm langen Kondensator. Eine Bohrlochsonde muf} langer
dimensioniert werden. Eine wenige Meter lange Bohrlochsonde ist aber noch gut zu
handhaben und insofern stellen die hier von der Theorie geforderten Dimensionen
keine Einschrankung an die technische Machbarkeit dar. Die konservative Wahl von
70 cm Schutzelektrodenlinge des DEP-Kondensators konnte bei zukiinftigen Di-
mensionierungen von Apparaturen sogar auf 30 cm reduziert werden, da dann die
Unsicherheit mit der Lénge gleich grofl mit der Unsicherheit der aus technischen
Griinden verbleibenden Luftspalte bleibt.

2.1.5.2 Abhingigkeit der Leerkapazitit von Luftspalten am Rand

Abbildung 2.4 zeigt die Abhéngigkeit der Leerkapazitéit von den Luftspalten zwi-
schen den Elektroden. Beim Zerschneiden der Aluminiumrohre fiir einen DEP-
Kondensator schneidet das Kreissdgeblatt einen 5 mm breiten Spalt frei, der fiir ein
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Abbildung 2.3: Variation der Leerkapazitét eines realen DEP-Kondensators (a:) und
einer Bohrlochsonde (b:) mit der Schutzelektrodenlénge

Der Beitrag eines unendlich langen Kondensators C§® und die zusétzliche Leerkapazitét
C¥/2 bei endlicher Linge entsprechend Gleichung (2.20), sowie ihre Summe C§° + C}'/2
mit grau unterlegtem Fehlerintervall sind fiir einen Kondensator mit variabler Schutzelek-
trodenldnge L aufgetragen. Die Mefelektrode ist 100 mm lang und iiberdeckt einen bei
¢ = Z von der Mittelebene beginnenden Bereich. Der Kondensator hat keinen Luftspalt

5
zwischen den Elektroden, d.h. ¢ = 0. Die diskutierte 1 % Schranke ist eingetragen.
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Abbildung 2.4: Variation der Leerkapazitit eines Kondensators mit der Luftspalt-
breite

Der Beitrag des Luftspaltes zur Leerkapazitdt eines unendlich langen Kondensators
(C§°—=C3°|p=0)/2 im Vergleich zur Leerkapazitit des Kondensators ohne Luftspalt C§°|y—o
sowie die Leerkapazitét eines Kondensators mit Luftspalt (C§° + C§°|y=0)/2 in ihren grau
unterlegten Fehlergrenzen zwischen C§°|y—¢ und C§° sind gegen den vom Luftspalt iiber-
strichenen Winkel ¢ im Intervall [0, £] mit der Funktion C§® entsprechend Gleichung (2.20)
aufgetragen. Die Mefelektrode ist 100 mm lang und iiberdeckt einen bei § = % von der
Mittelebene beginnenden Bereich. Die diskutierte 1 % Schranke ist eingetragen.

Rohr von 100 mm Durchmesser einen Luftspalt mit einem Winkel von ¢ = 0.05 rad
bedingt.

Auch hier ist der Einflufl des Luftspaltes bei den oben zitierten bestehenden Ap-
paraturen weit unter 1 % und in der gleichen Groflenordnung wie der Einfluf} der
endlichen Linge des Rohres.

2.2 Theoretische Behandlung des geschiitzten
zylinderformigen Kondensators mit konzen-
trisch geschichtetem Dielektrikum

Nachdem im Abschnitt 2.1 der endlich lange, geschiitzte zylinderformige Konden-
sator diskutiert und in Abschnitt 2.1.5 gezeigt wurde, dafi die Behandlung eines
unendlich langen Zylinders in Polarkoordinaten in Abhéngigkeit von der Schutzelek-
trodenlénge eine beliebig genaue Néherung ist, die mit technisch sinnvollen Abmes-
sungen problemlos erreicht werden kann, soll das Problem konzentrisch geschichteter
Dielektrika in ebenen Polarkoordinaten behandelt werden. Beriicksichtigt man die
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Variation der Dielektrizitétskonstanten des Mediums in Richtung der Zylinderach-
se, so variiert die Potentialverteilung fiir ein jeweils in der Ebene senkrecht zur Zy-
linderachse homogenes Medium nicht. Eine Variation der Dielektrizitétskonstanten
entlang der Zylinderachse triagt, wie in Wilhelms [1996, Abschn. 2.3.5] im Zusam-
menhang mit Kernrandeffekten diskutiert, erst bei der Berechnung der Kapazitét
bei. Die Potentialverteilung ist jeweils gleich und bei Anwesenheit eines Dielektri-
kums wird um den Faktor der relativen Dielektrizitdtskonstanten ¢ mehr Ladung
auf der MefBelektrode influenziert. Dies wird, wie in Wilhelms [1996, Abschn. 2.3.5]
dargestellt, auch experimentell beobachtet.

Fiir ein konzentrisch um die Zylinderachse geschichtetes Medium variiert die Poten-
tialverteilung entlang der Zylinderachse mit variierenden Dielektrizitatskonstanten,
da die Dielektrizitdtskonstanten wie im folgenden in Abschnitt 2.2.2 diskutiert in
die Berechnung der Potentialverteilung eingehen. Daran anschlieSend soll deshalb
in Abschnitt 2.2.6 eine Abschédtzung fiir den maximalen Einflu der benachbarten
Schicht auf die Kapazitdtsmessung in einem konzentrisch geschichteten Medium ge-
geben werden. Eine allgemeine Theorie ist sehr kompliziert, aber das Modell eines
Plattenkondensators ist fiir kleine Spalte eine gute Naherung mit geringen Abwei-
chungen. Die Anndherung mit dem Modell eines Plattenkondensators benétigt die
Potentiale auf den Begrenzungsflichen, die zunéchst berechnet werden. Die Giiltig-
keit der verwendeten Theorie ist deshalb fiir jede Apparaturdimensionierung separat
abzuschétzen. Fiir zwei Schichten wird das Modell eines Plattenkondensators (Ab-
schnitt 2.2.6) nach Ableitung der fiir seinen Antrieb benotigten Relationen fiir Po-
tentialverteilung und Feldlinienparametrisierung (Abschnitt 2.3) in Abschnitt 2.3.6
angewandt. Im folgenden beginnt die Diskussion der Theorie mit der Festlegung der
Polarkoordinaten und der Eigenschaften der Dielektrika.

2.2.1 Koordinaten und Ansatz fiir die Dielektrizititskon-

stanten

Die Koordinatenbezeichnungen aus Abschnitt 2.1.1 werden beibehalten, nur dafl
die Abhéngigkeit in z-Richtung wegfillt. Zusétzlich fiihrt man entsprechend Ab-
bildung 2.5 im Innern des Kondensators von der Elektrodenoberfliche ausgehend
gezihlte Schichten mit den relativen Dielektrizitdtskonstanten eq, €9, ..., &, ein.

Die Schicht ¢; befinde sich jeweils zwischen den Radien p; und p;;1 konzentrisch um
den Elektrodenmittelpunkt. Die Elektrodenoberfléiche wird in dieser allgemeinen No-
menklatur mit p;, entsprechend der dufleren Begrenzung der ersten dielektrischen
Schicht, bezeichnet. Analog sei das Problem fiir den Auflenbereich der Elektroden be-
zeichnet. Beginnend auf der Elektrodenoberfliche numeriert man die konzentrischen
Schichten verschiedener Dielektrizitatskonstanten durch, wobei die n-te Schicht sich
bis ins Unendliche erstreckt.

Die Dielektrizitédtskonstanten ¢; sind hier allgemein entsprechend Ibach und Liith
[1995, Abschn. 11.1] als komplexe Funktionen anzusetzen, mit denen Materialien mit
ohmschen Ladungstragern beschrieben werden kénnen. Weiter wurde hier die Dielek-
trizitatskonstante als Skalar angenommen. Die Dielektrizititskonstante repréasentiert
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Abbildung 2.5: Koordinaten und Bezeichnungen fiir die Berechnungen im konzen-

trisch geschichteten Dielektrikum
Analog zu Abbildung 2.1 sind karte-

sische Koordinaten (x,y) und Polar-
y koordinaten (p, ¢) definiert. Der Elek-
trodeninnenraum sei mit einem kon-
zentrisch um den Ursprung des Koor-
dinatensystems geschichteten Dielek-
trikum gefiillt. Die Schichten verschie-
dener relativer Dielektrizitdtskonstan-
ten €1, €9, ..., &, beginnen jeweils
von der Elektrodenoberfliche mit Ra-

X dius p; beginnend bei den Radien pq,
P2, -.., pp. Fir den Auflenraum ist
die Definition hier nicht gezeigt, aber
ganz analog mit dem Index 1 auf der
Elektrodenoberfliche beginnend und
die n-te Schicht nach p = oo ausge-
dehnt.

somit einen gewichteten Mittelwert der Anteile in Richtung und senkrecht zur c-
Achse des hexagonalen Eiskristalls. Da die Messung zuséatzlich an polykristallinem
Eis vorgenommen wird, ist der gemessene Wert ein von der Ausrichtung der Achsen
abhingiger Mittelwert.

Anders als in Ibach und Liith [1995, Relation (11.10)] wurde der Imaginérteil mit
negativem Vorzeichen entsprechend der technischen Literatur im Zusammenhang
mit Eis [Gross et al., 1980; Bogorodskii et al., 1985, Relation (1.1)] gewé&hlt, wobei
ei(w) die (reelle) relative Dielektrizitdtskonstante, o; die (reelle) Leitfihigkeit, w die
Kreisfrequenz des anregenden Wechselfeldes und ¢y die Dielektrizitidtskonstante des
Vakuums bezeichnet:

g;

g =c,—ie! =&(w) =gi(w) —1 (2.24)

u)Eo'

Fiir Betrachtungen mit Unterscheidung von Real- und Imaginérteil sei, wie auch in
der Radarliteratur iiblich, mit €; > 1 der Real- und €/ > 0 der Betrag des negativen
Imaginérteils bezeichnet. Insbesondere sind bei dieser Wahl alle Gréflen positiv, so

daf

EZ‘—E]‘
Ei—i—Ej

Clei—gyl \/<€; —&5)? + (e —¢5)?

etel S+ + ey

<1. (2.25)

Diesen Ansatz gewinnt man formal theoretisch durch Einsetzen eines ohmschen An-
satzes fiir die Stromdichte 7 = o E fiir ein Material mit der Leitfdhigkeit o unter
dem EinfluBl eines Wechselfeldes? E = Fje'“! in die Maxwell-Amperesche Gleichung

2Ibach und Liith [1995] wiihlen hier die Phasenabhiingigkeit mit negativem Vorzeichen (e=1«?).
In Abschnitt 11.2 stellen sie aber fest, dafl beide Darstellungen iiblich sind.
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fiir die Magnetfeldstirke H (D = ey E bezeichnet die elektrische Flufidichte):

6xﬁ:*+25:aé+iwegoﬁziweo<g—ii>E. (2.26)
ot W Ep

Fiir die Anwendung der zu entwickelnden Theorie ist wichtig, dafl sie mit den tech-
nischen Definitionen iibereinstimmt. Die fiir die Eiskernmessungen verwendete Mef3-
briicke vermifit den Kondensator entsprechend einer Parallelschaltung eines Wider-
standes mit Leitwert G und einer Kapazitit, d.h. der Scheinleitwert (Admittanz)
berechnet sich nach Wilhelms [1996, Abschn. 2.2.4.2] zu:

Y =G+iwC=iw (¢ —ie") Cp = iw <5—1L> Cy . (2.27)
W Ep
Die hier gewéhlte Konvention ist also konsistent mit der Umrechnung der Megréfien
in Materialkonstanten.

Berticksichtigt man weiter, dafl Feldlinien in Metalloberflichen nach Definition senk-
recht eintreten, so kann mit dem Grenziibergang lim,, ., auch eine Metalloberflache
mitbehandelt werden. Dies ist nur sinnvoll fiir die letzte Schicht ,,, da das Innere von
Metallen feldfrei ist [Jackson, 1982, Abschn. 1.6]. Den Grenziibergang zu unendlich
hoher relativer Dielektrizitdtskonstante rechnet man mit dem in Kohlrausch [1968a]
angegebenen Kehrwert der Leitfahigkeit von Aluminium oy), dem spezifischen Wi-
derstand von Aluminium g; = 0.025 Q mm? m~? direkt nach. Fiir eine Kreisfrequenz
von w = 27 X 250 kHz berechnet sich der Imaginérteil der Dielektrizitatskonstanten
ey = —Imey = 28 = —L— x 29 x 10" > 1, der Dielektrizitéitskonstanten von
e weo — daIweo

2.2.2 Potentialverteilung

Das Problem wird durch die in Wilhelms [1996, Gl. (2.13)] angegebene Poisson-
Gleichung ohne makroskopische Ladungen im Elektrodeninnenraum mathematisch
beschrieben. Die induzierten Ladungen an der Grenzfliche der Dielektrika sind in der
Potentialfunktion implizit enthalten und werden bei der Losung durch entsprechen-
de Randbedingungen sichergestellt. Unter der Beriicksichtigung der Annahme einer
verschwindenden Variation der Potentialfunktion, mit ® im Radienintervall [p;, pis 1]
bezeichnet, in Richtung der Zylinderachse (z-Achse) reduziert sich die Poissonglei-
chung in Zylinderkoordinaten (2.1) auf die Poissongleichung in Polarkoordinaten:

i 2 §i
L0 0% 109 0 pelupalpe(-ma. (229

ADi(p, ) = —— =

Die Gleichung ist jeweils fiir die Potentialfunktion im i-ten Bereich ®%(p, ), d.h.
zwischen p; und p;1q zu 16sen. Die Losungen miissen folgende Randbedingungen
erfiillen, die die Losung eindeutig festlegen: die Potentialverteilung an der Elektro-
denoberflache ist durch die Potentialverteilung auf den Elektroden festgelegt:

fir —74+9¢ < ¢ < Y

D (p1,0) =< +L fiir 0 < o < T—1 . (2.29)

0  fast liberall sonst

(SIASIINTAS
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Weiter sind nach Jackson [1982, Abschn. 4.3] die Stetigkeit der Normalkomponen-
te der elektrischen Flufdichte D und der Tangentialkomponente der elektrischen
Feldstirke E an den Grenzflichen der Dielektrika sicherzustellen. Mit den Relatio-
nen fiir die Berechnung der Fluidichte Di =g E' und der Feldstiirke £ = —grad &
aus der Potentialfunktion ®¢ im jeweiligen Gebiet ergeben sich in Polarkoordinaten
die Bedingungen an den Grenzflichen bei den Radien p;;; fiir beliebige Winkel ¢,
fiir Indizes i =1,...,n— 1:

i 0 (p, ! 9o+ (p, i
Dy (pir1.9) = —&i % = —&it1 CDT(M)) - DpH(piH’SO) ’
P=Pi+1 P=Pi+1
(2.30)
Ei(piay, o) = — 1 P (pp) L1992 (py) — B (g, ) .
olPir ) P9 i P9 pmpin o (P 9)
(2.31)

Die Beschrénktheit der Potentialfunktion ®" im Gebiet um p = 0 fiir Betrachtungen
im Innern bzw. um p — oo fiir den Auflenraum legen die Losung eindeutig fest, da
sie endlich bleiben muf.

Die Losung der Gleichungen erfolgt analog zu Abschnitt 2.1.2 mit dem Separations-
ansatz:

'(p, ) = R'(p) Q'() - (2.32)
Diese Separation fiihrt nach Trennung der Variablen auf die beiden Differentialglei-
chungen:

d2Qi ;
1 +12Q" =0, (2.33)
d drt
— —V*R'=0. 2.34
P, (2.34)

2.2.2.1 Losung des Winkelanteils (Q)

Die Differentialgleichung fiir den Winkelanteil (2.33) ist identisch mit Gleichung
(2.5). In Abschnitt 2.1.2.2 wurden fir die Losung von @ die in Gleichung (2.9)
angegebenen Losungsfunktionen

sim(2m+1)p  mit meNg (2.35)

gefunden, da nur fiir ungerade v die Losungen den Randbedingungen geniigten.
Diese kénnen iibernommen werden, da auch die Randbedingungen an die Potential-
verteilung in Abhéngigkeit von der Winkelkoordinate v (2.2) bzw. (2.29) identisch
sind. Die sin vy und cos v sind linear unabhéingige Losungen der Differentialglei-
chung fiir den Winkelanteil (2.33) und miissen auBerdem die Grenzbedingungen
(2.30) und (2.31) fiir beliebige ¢ erfiillen. Die Bedingung auf dem Rand legt die
moglichen Losungsfunktionen fest, so dal der allgemeine Ansatz fiir die Losungen
in allen Gebieten nur die hier gefundenen sin vy fiir ungerade v berticksichtigen muf,
weil die restlichen Losungsfunktionen nicht zur Losung beitragen.

Damit ist die fiir die auf 1 normierte Potentialverteilung auf dem Rand in (2.11)

angegebene Relation 2 > sin (2m+1)2“;f15 @miD Y ehenfalls direkt iibertragbar.
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2.2.2.2 Losung des Radialanteils (R)

Die Differentialgleichung fiir den Radialteil (2.34) unterscheidet sich von der in Glei-
chung (2.6) angegebenen. Die Losungen der Differentialgleichung (2.34) rat man zu
p*" und verifiziert sie durch Einsetzen. Setzt man fiir v die in Abschnitt 2.2.2.1 mit
den Randbedingungen konsistenten Werte ein und normiert die Funktionen auf der
Elektrodenoberfliche mit Radius p; auf 1, so sind die Losungsfunktionen fiir den

Radialanteil:
+(2m+1)
(ﬁ) mit  meN,. (2.36)
P1

Die beiden Losungen R(p) = 1 und R(p) = In £ fiir v = 0 tragen nicht bei, da
v = 0 nicht der Randbedingung der Potentialvorgabe auf der Elektrodenoberflache
gehorcht. Dies ist anschaulich klar, da das Potential symmetrisch um die Ursprungs-
ebene bei y = 0 gewihlt wurde, so dal keine Konstante zu addieren ist. Auch befin-
den sich im betrachteten Gebiet keine makroskopischen Ladungen, die einen Beitrag
mit In p liefern wiirden.

2.2.2.3 Rekursive Losung fiir die Gebiete innerhalb der jeweiligen Di-
elektrika

Die allgemeine Losung ist nun die Linearkombination der Losungsfunktionen, die die
Randbedingungen erfiillen. Die Entwicklung des Potentials auf der Oberflache (2.11)
wurde bereits eingesetzt, um unnétig uniibersichtliche Faktoren in den folgenden
Betrachtungen zu vermeiden:

; s ; m+l 2m+1 cos (2m sin (2m
Vo =yt 5 (o (1) o () mmepmmensne o

m=0

Mit der Bestimmung der a! und b? beginnt man in der n-ten Schicht. Wegen der
Beschrénktheit der Losungen bei p = 0 fiir Betrachtungen im Elektrodeninnenraum

sind in diesem Falle die b}, = 0 zu fordern. Fiir den ElektrodenauBenraum sind

wegen der Beschranktheit der Losung bei p — oo die a], = 0 zu fordern.

Einsetzen des Ansatzes (2.37) in die Bedingungen an den Grenzfléchen der Dielek-
trika (2.30) und (2.31) liefert nach Kiirzen:

2m ) 2m-+1 ) 2m ) 2m—+1
£ (ai pz—l—l _bz pl ) ; 5i+1 (aerl pz—l—l _bz+1 pl ) ’ (238)

m  2m—+1 m  2m-+2 m 2m—+1 m 2m—+2
P1 Pit1 P1 Pit1
2m+1 2m+1 2m+-1 2m+1
i Pit1 Y P1 ! git1 Pit+1 4 pitt P1 (2 39)
m  2m-+1 m 2m+1 m 2m—+1 m 2m—+1 :
1 Pit1 P1 i1

Diese Relationen formt man durch sammeln der Radienabhéngigkeiten und Addition
bzw. Subtraktion der beiden Bedingungen (2.38) und (2.39) in Rekursionsformeln
nach dem Index ¢ um:

A 1 c _ c dm+2
al = = ((Hil) a;t1+<1—i1) <p1> bZ,,tl) o (2.40)
2 £ & Pi+1
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_ 1 c. ‘ dm+2 . A
bl o= = <<1— Z“) (p”l) aﬂ4%<1+—ﬁi)lﬂf> S (2.41)
2 € p1 €i

Zur Losung des Systems setzt man b)) = C,, und a}', = 0 im AuBlenraum bzw.
a’ = C, und b = 0 im Innenraum an. Nach Iteration mit den Rekursionsformeln
(2.40) und (2.41) beginnend bei i = n—1 bisi = 1 erhiilt man a}, = A,, C,, und b}, =
B,, C,,, die mit bekannten Koeffizienten A,, und B,, nur noch bis auf die Konstante
C, unbestimmt sind. Die Potentialverteilung auf der Elektrodenoberfliche (2.29)
liefert mit der Entwicklung nach den sin vy (2.11) durch Vergleich:

al +bl =1, (2.42)

Mit dieser Bedingung bestimmt man C,, = 1/(A,, + B,,) und durch Riickeinsetzen
den gesamten Satz der a!, und b | so daf die Potentialfunktionen ®’ nun eindeutig
bestimmt sind. Dies ist die allgemeine Losung des Problems, fiir die keine geschlosse-
nen Formeln angegeben werden sollen, da diese schnell sehr uniibersichtlich werden.
Diese Rechenvorschrift ist direkt in einen Algorithmus umzusetzen, mit dem die
Potentialfunktion fiir beliebige Schichtenanordnungen berechnet werden kann.

In Abschnitt 2.2.1 wurde fiir den Fall, dafl die letzte Schicht aus Metall besteht, die
Behandelbarkeit dieses Problems mit dem Grenzfall der Algorithmen fiir €, — oo
diskutiert. ¢, tritt ausschliefllich im Zéahler des ersten Iterationsschrittes der Rekursi-
onsbedingungen (2.40) und (2.41) auf und kann deshalb ausgeklammert werden. Bei
der Normierung mit C,, kiirzt es sich dann wieder. In den Rekursionsbedingungen ist

nach Ausklammern von ¢,, der Grenzwert der Restterme lim., ., EL + ﬁ =+ L -
n n— n—
zu bilden, im Algorithmus also 1 + - durch £-2- zu ersetzen.
n— n—

2.2.3 Parametrisierung der Feldlinien

Die Potenzreihe (2.37) beschreibt die Potentialverteilung im Bereich der verschie-
denen Schichten. Aus diesen Gleichungen ist nun eine Identitét fiir die Feldlinien
abzuleiten. Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 4.2.2.2.] definieren: “Zur
Veranschaulichung von Vektorfeldern benutzt man die Feldlinien. Das sind Kurven,
bei denen in jedem Punkt der Feldvektor [...] Tangentenvektor ist.” Ausgehend von
dieser Definition konstruiert man mit den in Anhang A.2 angegebenen Moivreschen
Formeln (A.22) und (A.23), 2" = p*" (cos n o & i sin n ), die analytische Fortset-
zung ¢(z) der Potentialfunktion (2.37). Deren von sin v ¢ explizit abhéingiger Anteil
die Potenzfunktion liefert (fiir reelle Dielektrizitéitskonstanten ist das gerade der
Imaginérteil der Potentialfunktion ®¢(p, p) = Im ¢*(2)):

00 2m+1 m
S = 2V <afn (i) e <&>2 +1> cos (2m+ 1)y . (2.43)
m=0 P1

™ z 2m +1

Nach den Betrachtungen in Anhang A.2 liefert der von cos v ¢ explizit abhéngige
Anteil (fiir reelle Dielektrizitéitskonstanten der Realteil Y¢(p, ) = Reg’(z)) dann
eine Parametrisierung der Feldlinienkurvenscharen. Den erhaltenen Parametrisie-
rungen kann man eine physikalische Interpretation geben. Die Y¢ sind bis auf einen
Vorfaktor der Dielektrizitdtskonstanten —e; 9 und eine charakteristische Lénge |
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der elektrische FluB W? = —¢; g1 Y durch eine beim Radius p vom Winkel ¢ aufge-
spannte Flache. Der Winkel ¢ bezieht sich auf die Symmetrieebene durch die Mitte
der Meflelektrode (parallel der y-Achse), die aus Symmetriegriinden auch Feldlinie
ist.

Die physikalische Interpretation gewinnt man aus der anschaulicheren Definition in
Bergmann et al. [1987, Abschn. 1.6]: “Konstruiert man im elektrischen Feld Kurven,
deren Tangente an jedem Punkt mit der Richtung der dort herrschenden Feldstérke
iibereinstimmt, so geben diese elektrischen Feldlinien ein anschauliches Bild von der
Struktur des Feldes, das die Ladungen umgibt [...]. Man kann auch iiber die Stirke
des Feldes etwas aussagen, wenn man nach Faraday die Zahl der Feldlinien so wéhlt,
dafl durch eine zur Feldrichtung senkrechte Einheitsflache nur soviele Feldlinien hin-
durchgehen, wie der Vektor E [der elektrischen Feldstirke] Einheiten besitzt.” Sie
definieren den elektrischen Flufl ¥ als die Anzahl der durch eine Fliache hindurchtre-
tenden Feldlinien. Fiir den Fall einer nach innen (innerhalb des Zylinders, bezeichnet
mit <) bzw. auBen (auBlerhalb des Zylinders, bezeichnet mit >) orientierten Fléche
mit Radius p, gemessen von der Meflelektrodenmitte, gilt mit Di = —¢, go grad ®*
fiir den FluB8 ¥ pro Meflelektrodenlénge 1:

e o,
Vg (o) = ] (D) (F&)| play = (£} eizo [ 2505 pldy.

(2.44)
Verfolgt man also eine Linie konstanten Flufes, so zéhlt man jeweils von der bekann-
ten Feldlinie in der Symmetrieebene bis man die dem Flufl zugeordnete Feldlinie
erreicht hat. Wertet man nun die Relation fiir den Flu} (2.44) mit den eingesetzten
Potentialfunktionen im entsprechenden Bereich (2.37) aus, so verifiziert man, daf es
sich tatsdchlich um die um den Faktor —¢; go 1 reskalierten Realteile T¢ = Re ¢* von
g handelt:

1113£§}(p7 SD) _ {:F} 261_;01‘/ ngo (a:n (p_pl>2m+_l b:n <p_p1)2m+1) cos(2m+1)2;/)n—(’:_ols (2m+1) ¢ '

(2.45)
Wiéhrend die Reihe fiir die Potentialverteilung auf der FElektrodenoberfliche
®l(p1,p) in Gleichung (2.37) wegen der Normierungsbedingung (2.42) unmittel-
bar in eine analytisch auswertbare Reihe tibergeht, ist das bei der Reihe (2.45) fur
den Flufl durch die Elektrodenoberfliche ¥!(p;, ¢) nicht mehr unmittelbar der Fall.
Fiir Konvergenzbetrachtungen ist es sinnvoll, eine Reihe mit der Normierungsbe-
dingung abzuspalten. Dies wird hier nicht ndher ausgefiihrt, da sich diese Reihe

vollkommen analog zur Behandlung der effektiven Dielektrizitédtskonstante im fol-

genden Abschnitt 2.2.4 behandeln 1&8t. Der Flufl \If‘l{g}(pl,ﬁ —-&) — \I/g}(pl,g) =

—2Wl_ (p1,€) = Qi< durch eine Leiteroberfliche mit den Berandungswinkeln &
{s} (st
und 7 — £ ist nach dem GauBschen Gesetz [Honerkamp und Romer, 1989, Ab-
schn. 11.1.3] gerade die auf ihr befindliche Ladung ). Verwendet man nun, dafl
die Kapazitidt C' pro Spannung V' aufgebrachte Ladung und die effektive Dielek-
trizitdtskonstante £* = c% der Proportionalitdtsfaktor zwischen Kapazitidt und
0

Leerkapazitat C§° ist, so ergibt sich die Reihe fiir den FluB in der Oberfliche
W}§}(p1,§) = —% Cg° z—:%} = —% Cigy direkt aus der Reihe fiir die effektive Di-
elektrizitéitskonstante mit & als Winkelvariable?.

3Man beachte auch die bis auf die Integrationsgrenzen vollkommene Analogie zwischen der
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2.2.4 Kapazitidt und effektive Dielektrizititskonstante

Die Kapazitit der Anordnung berechnet man direkt mit Formel (2.16), wobei fiir
® die Funktion ®' auf der Elektrodenfliche (2.37) einzusetzen ist, die unabhéngig
in Richtung der Zylinderachse ist, so dafl die Integration iiber 2z’ zur Lénge der
MeBelektrode 1 ausgewertet werden kann:

m—¢

)
Qsy = {=}1 / €180 8—p,<1>1§}(p’790’) prdy’. (2.46)

p'=p1
3

Mit < sei wieder der Fall im Innern des Zylinders bezeichnet, wihrend mit > der
Fall im Auflenraum bezeichnet sei, die wegen der entgegengesetzten Orientierung
des Flachennormalenvektors unterschiedliche Vorzeichen beitragen. Die Integrati-
onsgrenze & = (m — ¢p)/2 ist in Abschnitt 2.1.1 bereits definiert worden. Die MeB-
elektrode iiberspanne den Winkel ¢y symmetrisch um die y-Achse.

Setzt man nun die Losung (2.37) in die Formel fiir die Kapazitat (2.16) ein, so erhélt
man die Entwicklung fiir die Kapazitéat C":

C{§} _ Q%/<} _ {j:} 181 50% ZO (a}n o b}n) cos (2m+1;;/;—’c_(is (2m+1) ¢ ' (247)
Zieht man nun die Summe a! + bl heraus und nutzt die Bedingung (2.42), so kann
man den Anteil fiir einen Kondensator mit dem Dielektrikum e, separat auswerten:

C{g} — 1 50% Z cos (2m+1;;/;ris @2m+1)¢ le; &0 % Z {Zi:} cos (2m+1;;/;ris (2m+1) ¢ .
(2.48)

m=0 m=0
Mit den in Abschnitt 2.1.3.2 angegebenen Formeln wertet man den ersten Term zur
Leerkapazitat multipliziert mit der Dielektrizitdtskonstanten €; des Mediums in der
Elektrodenumgebung aus:

2 2 2m+1

N J/

1 — 00
C{g} — e &0~ In <COt g %U cot 5 + Q;D) ey £ % Z {Z%n} cos (2m+1) ¢ cos (2m+1) .
™ m=0 m

Co-

(2.49)

Teilt man durch die Leerkapazitédt C§°, so erhélt man die Reihe fiir die effektive
Dielektrizitatskonstante £*:

o0 1
. _ Oy _ _ 8egl b,, | cos(2m + 1)1 cos(2m+1)¢&
Sl == [1- 2 {al } o1 (2.50)
m=0 m
S

Das Herausziehen der Summe a! + bl und die separate Behandlung der Reihe fiir
die Leerkapazitdat C§° macht die Reihenentwicklung einerseits iibersichtlicher, hat

Relation fiir den Fluf (2.44) und der Berechnungsformel fiir die Ladung (2.46).
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andererseits aber auch wichtige Griinde fiir Konvergenzbetrachtungen. Die alternie-
rende Reihe fiir C§° bekannter Summe wurde herausgezogen. Die verbleibende Reihe
kann mit den Radienverhéltnissen geometrisch majorisiert werden [Remmert, 1995a,
Kap. 0, §4, Abschn. 2]. Unter Beachtung der mit Index im Auflenraum wachsenden
und im Innenraum fallenden p; und den unterschiedlichen Rekursionsstartpunkten
im Gleichungssystem (2.40) und (2.41) fiir Innen- und Auflenraum, sieht man ein,
daBl alle auftretenden Produkte aus Radien ¢ < 1 bleiben. Die mit Index m indi-
zierten Summanden der Reihe S kénnen deshalb mit const. x ¢*™*2 abgeschiitzt
werden. Die Reihe S ist nach Definition also geometrisch majorisiert.

Ein Algorithmus zur Implementierung entsprechend dem in Abbildung 2.6 ange-
geben DatenfluBplan auf elektronischen Rechnern wird in Abschnitt B mit dem
Quellcode nlayeps.c bereitgestellt. Die Restgliedkontrolle fiir die auftretende Po-
tenzreihe wird im folgenden Abschnitt 2.2.5 diskutiert.

2.2.5 Restglied der Potenzreihen

Bricht man die Summation einer Potenzreihe S = > s, nach endlich vielen

Gliedern N ab, so stellt sich die Frage nach dem Beitrag, den die restlichen Glieder
Yo N 41 Sm noch geliefert hiitten. Bei den hier auftretenden Potenzreihen kann das
Restglied fiir eine majorisierende Potenzreihe abgeschétzt werden.

2.2.5.1 Restgliedabschitzung durch eine majorisierende Potenzreihe

Mit S(No, N1) = le N, Sm sei eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt. Die unend-
liche Reihe ist dann mit S = S(0, 0o) bezeichnet. Den Betrag R(N) = |30\ | sm|
bezeichnet man als Restglied der endlichen Summe S(0, V). Das Restglied kann als
Fehler der endlichen Summe S(0, N) im Vergleich zum Wert S der Potenzreihe mit
unendlich vielen aufsummierten Termen betrachtet werden.

Das Restglied R(N) ist so nicht direkt zu berechnen, da die Summe S der Reihe nicht
bekannt ist. Eine Abschitzung fiir das Restglied R(NN) erhélt man, wenn man die
zu berechnende Potenzreihe S mit einer reellwertigen Potenzreihe S mit bekannter
Summe S = 5(0,00) = > >°_5,, majorisieren kann. Die Potenzreihe S heifit mit
der Potenzreihe S majorisiert, wenn fiir fast alle Indizes m: |s,,| < 5, € Ry gilt
[Remmert, 1995a, Kap. 0, §4, Abschn. 2]. Mit der Dreiecksungleichung [Remmert,
1995a, Kap. 0, §1, Abschn. 3] fiir Summen ldfit sich nun eine Folge von Relationen
aufstellen, in der das abzuschétzende Restglied R(N) = |[S(N + 1, 00)| auftritt:

(*) _
<5(0,00). (251

5(0,00) = S(0,N) + S(N +1,00) < S(0, N) + R(N)

Aus Relation () ergibt sich durch Subtraktion von S(0, N) die Relation fiir das als
Betrag definierte Restglied R(N):

0< R(N)<S8(0,00)—S(0,N) -0 fir N —o0. (2.52)

Da die Potenzreihe S konvergiert, wird das Restglied beliebig klein, d.h. zu jeder
vorgegebenen Fehlertoleranz e gibt es nach der eben abgeleiteten Relation (2.52)
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Abbildung 2.6: DatenfluBBplan zur effektiven Dielektrizitéitskonstanten
Die Funktion zur Berechnung der Potenzreihe “effdk” verzweigt jeweils fiir jedes Glied in
eine Unterfunktion “m-ter Summand”. Dort wird die Rekursion entsprechend Innen- bzw.
Auflenraum initialisiert, nach den Relationen (2.40) und (2.41) iteriert und schlieBlich mit
der Normierungsbedingung (2.42) normiert.

eine natiirliche Zahl N € N, so daf S(0,00) — S(0, N) < € und damit R(N) < e. Zur
Konvergenzgeschwindigkeit ist mit dieser Abschétzung noch keine Aussage getrof-
fen. Die Konvergenz von S wird von der Konvergenz der majorisierenden Reihe S
kontrolliert. Wenn S wesentlich langsamer konvergiert als S, wird unétig hoher Re-
chenaufwand getrieben. Deshalb ist die Abschéitzung |s,,| < 5, der majorisierenden
Reihe S méglichst scharf zu wihlen.

Die angegebene Restgliedabschéitzung ist direkt auf die Programmierung zu {iber-
tragen. Der Grenzwert S(0, c0) wird analytisch berechnet und mit jedem weiteren
zu S(0, N) addierten Koeffizienten sy; wird sy, von S(N + 1,00) = 5(0,00) —
S(0, N) > R(N) abgezogen. Auf diese Weise erhilt man fiir jeden Schleifendurchlauf

die aktuelle Restgliedabschéatzung. Fiir Gleitkommazahlenberechnungen wird man
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zur Vermeidung numerischer Fehler in der Regel jedoch erst das Restglied bestimmen
und dann die Reihe bei groflen Indizes beginnend abwirts summieren.

2.2.5.2 Allgemeine Form der auftretenden Potenzreihen und ihre majo-
risierende Reihe

Die auftretenden Potenzreihen sind allgemein komplexwertige Reihen, da die ¢; € C
in Abschnitt 2.2.1 als komplexe Zahlen vorausgesetzt wurden. Die Iterationsformeln
bestimmen allgemein eine Anzahl [, nichtverschwindende Koeffizienten @; € C* =
C\{0} im Zéhler, die mit Potenzen der reellwertigen Radienverhiltnisse 1 > ¢; € R}
multipliziert werden. Im Nenner habe die Reihe eine Anzahl [, nichtverschwindender
komplexer Koeffizienten P; € C*, die mit Potenzen der reellwertigen Radienverhélt-
nisse 1 > p; € RJ multipliziert werden. AuBerdem tritt ein konstanter Koeffizient
Py auf, der nicht mit Potenzen der Radienverhéltnisse multipliziert wird. Eine solche
Form 148t sich durch Abspaltung des konstanten Terms im Zéhler, wie z.B. bei der
in Gleichung (2.48) vorgenommenen, erreichen. Bei der Bildung von Ableitungen
treten Reihen ohne den Faktor (2m+ 1) und mit Potenzen der Polynome im Nenner
auf. Diese werden an dieser Stelle mitbehandelt:

i Z L Qi trig(2m + 1)
2m+1 :
2 (s, pay ()

J J

S(Ny, No) = (2.53)

!
Dabei bezeichnet |trig(2m + 1) < 1 eine Funktion, die die Abhéngigkeiten der
Reihe von den Winkelfunktionen zusammenfafit. Also z.B. im Falle der Reihe (2.48)
trig(2m + 1) = cos (2m + 1) ¢ cos (2m + 1) €.

Zur Bestimmung einer majorisierenden Reihe schiitzt man zunéchst die Nenner ab.
Wegen der p; < 1 gibt es einen Index Ny € N, so da8 fiir m > Ny und eine gewihlte

positive reelle Konstante 1 > D € R* gilth: |Ry| > DI|Py| > ZJ P |p4m+2 >

| Z P; pi™*?|. Mit der ebenfalls in Remmert [1995a, Kap. 0., §1, 3.] angegebenen
Varlante der Dreiecksungleichung |w+z| > ||w|—|z|| rechnet man die mit negativem
Vorzeichen multiplizierte Glelchung, die nun umgekehrte Relationen hat, weiter:
0<(1-=D)|P < |R|— |E ]pjm+2| < |Py+ E ?m+2|. Dividiert man
nun diese Gleichung und potenmert sie mit r € N, so erhalt man fiir den Nenner die
Abschétzung:

1 < 1
m — (1-=D) R
Bt Py Q- DVIP

fir m> Ny eN,1 >DecR".

(2.54)
Nach der Abschétzung des Nenners nutzt man zur Abschétzung des Zahlers zunéchst
[trig(2m +1)| < 1 und erhélt die majorisierende Reihe S fiir beliebige Summations-

4Bei der numerischen Berechnung wird man D wihlen und dann testen, fiir welches N
Z 1 | P} p4N T2 unter D |Py| fillt. Formal fiir den Beweis der Konvergenz der Folge der Summen

Zl: P p;lm+2 — 0 ist fiir m > Ng > (hq (lp manfl‘,%?,‘zp{\le}) /In (maxj:1 ,,,,, , {pj}) — 2) /4 die
Bedingung | Z ¢ p]m+2| < D|Py| erfiillt.
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grenzen N7 > Ny € N:

N1>No & ‘2?:1 Qj qu“‘
R(Nl) - |S(N1+1,OO)| < m:%:l-i-l (1,D)r|p0‘r{2ml+1} <
ly 0
S (1—D)1T\P0|T Z Qi1 X C]]Q'mﬂ {2m1+1} = S(N1+1,00).
j=1 m=N;+1 1
(2.55)
Die majorisierende Reihe berechnet man mit der in Bronstein und Semendjajew
(1989, Tabelle 1.1.3.2] angegebenen Reihenentwicklung atanhz = "> ”;i:ll bzw.

mit der ebenfalls an dieser Stelle angegebenen geometrischen Reihe ﬁ =)<,

ly o0 2m+1
_ 1 0
SINi+1,00) = ————==>"|Q;| Y oy =
( ! ) (1 — ’D)r |P0|r j=1 | ]| m=Ni+1 {2m1+1}
N1 q?m+1
. L atanh(g;) — 3> 3o
m=0
Saomr 5 P
j=1 i E q.m
17q2 J
J m=0

Beachtet man nun die fiir die Wahl von D bendtigte Voraussetzung Ny > Ny, so ist
das Restglied R(N;) < S(N1+ 1,00) mit der erhaltenen Potenzreihe abgeschétzt.

2.2.5.3 Grundlagen der Bildung der Ableitung und Stammfunktion ei-
ner komplexen Potenzreihe

Mit der eben erhaltenen Abschitzung (2.56), die fiir die Potenzfunktion selbst und
weitere im folgenden betrachtete Potenzreihen anwendbar ist, ist fiir feste g; < 1 die
gleichméBige Konvergenz gesichert, da zu gegebenem e > 0 ein N(e) € N gefunden
werden kann, so daf§ das Restglied R(N;) < e bleibt, was nach Remmert [1995a,
Kap. 3, §1, Abschn. 1] zu zeigen war. Mit den in Remmert [1995a, Kap. 3, §1,
Abschn. 2 & 3] getroffenen Definitionen und Anmerkungen folgt aus gleichméfBiger
Konvergenz lokal gleichméfBige und schliefilich kompakte Konvergenz. Fiir kompakt
konvergente Folgen konvergiert aber nach dem “Weierstrafischen Konvergenzsatz”
[Remmert, 1995a, Kap. 8, §4, Abschn. 1] die Potenzreihe beliebig hoher Ableitun-
gen gegen die entsprechenden Ableitungen der Grenzfunktion. Auch die Konvergenz
der Stammfunktionenfolge konvergiert gegen die Stammfunktion der Grenzfunktion,
wenn es einen Punkt im Definitionsbereich gibt, fiir den die Folge der Stammfunk-
tionen konvergiert [Remmert, 1995a, Kap. 8, §4, Abschn. 4]. Das ist aber jeweils
gegeben, da alle im folgenden diskutierten Potenzreihen mit der eben gefundenen
Restgliedabschéatzung behandelt werden kénnen und daher absolut konvergent sind.
Die Grenzwerte der im folgenden diskutierten Potenzreihen existieren also und sollen
nicht mehr im einzelnen diskutiert werden.

29



2.2.6 Das Modell eines Plattenkondensators zur
Abschitzung des Einflules des Nachbarbereichs
auf die Kapazitidtsmessung

Mit der Parametrisierung der Feldlinien kann nun auf einer Grenzfliche der zur Mef3-
elektrode korrespondierende Bereich bestimmt werden. Leitend ist hier die Idee, dafl
Feldlinien von Ladungen ausgehen und wieder auf Ladungen enden, eine Feldlinie
einer Ladung also einen Raumbereich zuordnet. Ein Flachenstiick schneidet einen
FluBschlauch, dessen Schnittbereich mit einer weiteren Fléiche als zur ersten korre-
spondierendes Flachenstiick gesehen werden kann, sofern die Flufischlauchberandung
sich vollstandig mit beiden Flachen schneidet.

Ein auf diese Weise zur MeBelektrode korrespondierendes Flichenstiick in der er-
sten Grenzfliche wird festgelegt und der Mittelwert der Potentialverteilung iiber die
Fléche bestimmt.

— 5
@Z(p’ 90) — %1—@ f @Z(p’ SO/) dSO/ — (257)
®
00 2m+1 2m+1
_ 1 2V i P i p1 cos (2m+1) ¢ cos (2m+1)
—= %—SO p = <am (p1> + bm ( p ) ) (2m+1)2

Die gemittelte Potentialfunktion ®i(p, ¢) (2.57) wurde durch Einsetzen der Potenti-
alfunktion (2.37) und Auswertung des Integrals bestimmt. Die Konvergenz der Reihe
ist durch Majorisierung mit .S in Gleichung (2.56) sichergestellt, d.h. der Mittelwert
kann durch geringfiigige Modifikation der Algorithmen fiir das Potential berechnet
werden.

Im allgemeinen miifite zur Behandlung des Einflusses von Nachbarschichten die
Poisson-Gleichung fiir den Zylinder mit einer Abhéngigkeit in z-Richtung behan-
delt werden. Dies ist jedoch aufwendig und vereinfachend soll die Modellsituation
in einem ebenen Plattenkondensator betrachtet werden. Entscheidend fiir den Ein-
flu auf die Kapazitdtsmessung sind nur die Verhéltnisse in der letzten Schicht vor
der Mef3- bzw. Gegenelektrode, die durch die Potentialverteilung auf der Oberflache
dieses Bereichs eindeutig bestimmt sind. Vereinfachend soll deshalb der Extremfall
eines Potentialsprungs von V; nach V, bei z = 0 betrachtet werden. Jackson [1982,
Abschn. 1.11] definiert: “Die Kapazitéit eines Leiters ist somit gleich der Gesamtla-
dung, die sich auf ihm befindet, wenn er auf dem Einheitspotential gehalten wird
und alle anderen Leiter sich auf dem Potential Null befinden.” Wichtig ist hierbei,
daf alle beteiligten Leiter in die Betrachtungen mit einbezogen werden. Bei den vor-
angegangenen Kapazitatsberechnungen in den Gleichungen (2.16) und (2.46) hitte
die Potentialfunktion durch Addition eines konstanten Faktors %, der bei der Bil-
dung der Radialableitung wieder weggefallen wire, der Definition gentigt. Bei der
Betrachtung in einem Plattenkondensator kann man durch Umordnung der Bereiche
diese Bedingung erfiillen.

Zum Antreiben des Modells verwendet man die Spannungsmittelwerte V; = BT fiir

z — —oo und V5, = @2 fiir 2 — oo iber die zum Winkelbereich der MeBelektrode
korrespondierenden Winkelbereiche in den jeweils ersten Grenzschichten.
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2.2.6.1 Der Kondensator mit Potentialsprung auf einer Platte

Zunéchst werden die in Abbildung 2.7 festgelegten Verhéltnisse behandelt. Bei einem
Plattenkondensator kénnen Schichten ohne Anderung der Kapazitit entsprechend
der Ersatzschaltbilder in Abbildung 2.8 vertauscht werden, so daf} eine geschlossene
Parametrisierung im gesamten Isolierschichtbereich mit Berechnung der Kapazitét
moglich wird.

Die Zusammenfassung der beiden Isolierschichtbereiche zu einem Bereich doppelter
Dicke ist durch die zu erwartende Skalierung der axialen Abhéngigkeit der Kapa-
zitét mit der Gesamtdicke 2d = 2|p; — po| der Isolierschicht motiviert. Diese Be-
trachtungsweise kann hier nicht theoretisch streng bewiesen werden, da keine exakte
Berechnung ausgefiihrt wird. Es geht vielmehr um die Ableitung eines Modells, das
letztlich an Mefidaten fiir die jeweiligen Verhéltnisse zu validieren ist. Experimentell
stellt die Vermessung der axialen Auflosung keine besonderen Anforderungen und
kann z.B. mit einem Kernende, Metall- oder Kunststoffrohr vorgenommen werden.

Fiir die auf den Begrenzungsflichen y = 0 und y = —2d des in Abbildung 2.7,
entsprechend dem rechten Ersatzschaltbild in Abbildung 2.8, umdefinierten Kon-
densators mit der in den duflersten Spalten der Abbildung angegebenen Potential-
verteilung:

0 fir y=-2d
V-2V fir y=0,2<0
P (@9, 020 = V-2V, fir y=0,2>0 (2:58)

V-Vi—-V, fir y=0,2=0

wird zunéchst eine Losung in der gesamten Schicht zwischen y = 0 und y = —2d

geraten:

Oy (2,1, 2) = (V= Vi —Va) (1+i) (Vo1h) 2 i arctan ———— . (2.59)
M\, Y, 2) = 1 2 2d 2 17rn:_oo dndty

Eine Idee fiir den zu wihlenden Ansatz wurde iiber die Konstruktion einer Greens-
funktion mit der Methode der Spiegelladungen gewonnen. Mit einer Spiegelladung
erfiillt man zunéchst analog zu Jackson [1982, Abb. 2.1] die konstante Potentialbe-
dingung in der ersten Fléche. Spiegelt man nun diese beiden Ladungen an der zweiten
Flache, so ist die Bedingung fiir die erste Fldche nicht mehr erfiillt und mufl durch
eine weitere Spiegelung an ihr wieder korrigiert werden, und so fort. Durch iterativ
fortgesetztes spiegeln erhélt man eine unendliche Summe, die fiir beide Flachen die
Bedingung konstanten Potentials erfiillt. Das funktioniert mathematisch, weil bei
unendlichen Summen eine indexverschobene Summe immer noch dieselben Sum-
mationsgrenzen hat. Die gewonnene Reihe ist bis auf die Ladung als Vorfaktor die
Greensfunktion, deren mit der Potentialverteilung auf der Berandung multiplizierte
und iiber dieselbe integrierte Normalenableitung die Potentialverteilung im gesam-
ten Gebiet liefert. Die Integrale iiber die Fliachen bei y = 0 und y = —2d liefern
die angegebene unendliche Summe. Die Integrale an den Grenzen bei z — oo und
x — oo wurden nicht ausgefithrt und direkt die in y linearen Terme hinzugefiigt,
die einen Kondensator mit der mittleren Potentialdifferenz der beiden Hélften des
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Abbildung 2.7: Modell fiir den Einflu8 benachbarter Schichten
Ein Schnitt durch den Kondensator in der von der z-Achse und der Richtung senkrecht zur
Spaltebene zwischen den Elektroden aufgespannten Ebene ist gezeigt. Das kartesische Ko-
ordinatensystem (x,y,z) entspricht, bis auf die in z-Richtung verschobenen Begrenzungen
—L und —(L +1) der MeBelektrode und der Verschiebung des y-Achsenursprungs auf die
Elektrodenoberflache, dem in Abbildung 2.1 gezeigten. Die Begrenzungen der Elektrode in
x-Richtung sind hier nicht eingetragen, seien aber in Anlehnung an die Nomenklatur bei

(P1+Z2) o) , wobei

der Behandlung des zylinderférmigen Kondensators in Abbildung 2.1 +
hier der Mittelwert der Kriimmungsradien zur Beriicksichtigung der Elektrodenkriimmung
genommen wird. Der z-Achsenursprung liegt in der Grenzfliche mit Materialien unter-
schiedlicher dielektrischer Eigenschaften 5Z-1 und 6%, die fiir alle Schichten ¢ = 1,...,n
variieren kénnen, aber nicht notwendiger Weise miissen. Die Modellbetrachtungen werden
nun auf den umrandeten Bereich beschréankt und alle Einfliisse der bei z = 0 wechseln-
den Materialeigenschaften werden vereinfachend in den Potentialflichen mit V' —2V; und
V — 2V;5 bei y = 0 zusammengefafit. Zur Verwendung einer geschlossenen Schreibweise
wird in der Formel fiir die influenzierte Ladung e; geschrieben, wofiir in den jeweiligen
Bereichen 2 < 0 das entsprechende e} bzw. 7 einzusetzen ist. Den Bereich nahe der Elek-
trode auf negativem Potential bezieht man entsprechend der Betrachtung in Abbildung 2.8
mit ein und verwendet mit der laufenden Ortskoordinate y € [0, —2d] die jeweils duferst

rechts und links auflen angegebene Potentialverteilung.
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Abbildung 2.8: Ersatzschaltbilder fiir das Modell eines Plattenkondensators in grofier
Entfernung von der Grenzschicht
Das linke Ersatzschaltbild reprisentiert die Anordnung im Plattenkondensator. Zur Be-

stimmung der Kapazitdt Chy ist bei Kenntnis der Potentialdifferenz V' lediglich die Be-
stimmung der Ladungsmenge (Jy; auf einer der beiden &ufleren Elektroden notwendig.
Aquivalent dazu ist das rechte Schaltbild, bei dem der Spannungsabfall V;, i = 1,2, aus
der Mitte der beiden Kondensatoren herausgenommen wurde und diese zu einem Konden-
sator mit doppeltem Plattenabstand zusammengefasst wurden.

Kondensators beschreiben. Dieser so motivierte Ansatz ist nun als Potentialfunktion
zu verifizieren, d.h. die Poisson-Gleichung und die Randbedingungen sind zu testen.

Die Poissongleichung verifiziert man durch nachrechnen. Die linearen Terme ver-
schwinden mit der doppelten Ableitung. Nach Vertauschen von Summation und
Differentiation verschwinden auch die zweiten Ableitungen der arctan-Terme:

02 02 02
Ady (r,y,2) = (8:{]2 + 8y2 + 822) Dy (2,y,2) = (2.60)
 J— 02 02 z
= - Wo Y (@*a—) arctan o= = 0

Zur Nachrechnung der Randbedingungen setzt man in die Potentialverteilung (2.59)

y = —2d ein und fiihrt fiir die nicht positiven Terme n = 0, ..., —oco eine Umindi-
zierung n’ = —n + 1 durch. Dann gilt: 2n—1 — —(2n'—1),n =0 — n’ =1 und
n = —oo — n’ = co. Aus der ungeraden arctan-Funktion zieht man das negative

Vorzeichen des Nenners mit n’ heraus und zeigt so auch das Verschwinden der Reihe:

Py (2, —2d,2) = —(Vo — V) 2 ( >, arctan =7 — ;1 arctan 5555 | = 0.

(2.61)
Betrachtet man die Summe bei y = 0, so ergibt sich mit einer Umindizierung n’ = —n
der negativen Terme n = —1,..., —oo ein Wegfallen aller Terme der Potenzreihe

auller fir n = 0:
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Oy (2,0,2) = V-Vi—Vi—(Vh-W)2 x (2.62)

o o
z z z —
X (arctan 4nd}n:0+ Elarctan Tnd E arctan 4n,d) =
n—=

n/=1

V-Vi—Va—(Vh=W)2Z = V-2V, fir z2>0
= V-1V, = V-V, -V, fiir 2=0
V-Vi—Va+(Va—V))2T = V-2V fir 2<0

Mit der Auswertung auf den Oberflichen (2.61) und (2.62) wurde nachgerechnet,
daB der Potentialansatz (2.59) die vorgegebene Potentialverteilung auf der Ober-
fliche (2.58) erfiillt. Da er weiter die Poissongleichung (2.60) erfiillt ist der Ansatz
(2.59) wegen der Eindeutigkeit der Losung von Differentialgleichungen die gesuchte
Potentialfunktion. Aus dem Integral der Normalenableitung der Potentialverteilung
iiber die MeBelektrode berechnet sich analog zu Gleichung (2.46) in kartesischen
Koordinaten die Kapazitat Cy; als Ladung @y pro Spannungsdifferenz V:

(p1+p2) ¢0
4

Qu 1 t/ / 9
_@n_ 1 9% dzdz . 2.
CM vV vV €1€0 ay M(l‘,y,Z) —2d < dr ( 63)

_(p1+p2) 49 —(L+1)
1

Die Auswertung der gliedweise differenzierten und mit n’ =n—1 (2n—1 — 2n'+1,
n = oo — n’ = £oo) umindizierten Potenzreihe aus dem Potentialansatz (2.59)
mit Mathematica [Wolfram, 1996 ergibt:

o o
92 _z - _ oz m Tz
S 7, arctan 4nd+y|y:_2d = > T IS = 14 tanh 75 . (2.64)

n=-—00 n’=—o00

Der Nachweis bendétigt die Theorie meromorpher Funktionen, deshalb sei hier nur

die Partialbruchreihe ) ° Wﬁ% = 7 tan %* [Remmert, 1995a, Kap. 11, §2,

Abschn. 3, Gl. (3)], die mit der Relation fiir komplexe Argumente der tan-Funktion

tan (iz) = SME — jSMLE — j ganh ¢ [Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn.
3.4.4.2.4.], die analytische Losung verifiziert, wenn man die negativen Terme n =
—1,...,—oo der Summe mit n’ = —n—1 umindiziert ((2n+1)? — (2n'+1)%, n = —1
—n'=0,n=—00—n =o00):
00 9 S 1= i
T 2 i@t — Tmd L Eereetge nd AR g = i tanh 3
(2.65)

Benutzt man die Formeln und wertet nach Einsetzen der Potentialverteilung (2.59)
in die Relation fiir die Kapazitit (2.63) die Integrale aus, so erhélt man:

V-Vi—V, 1 V-V, cosh ==&t
CM251€0(p1+p2)¢0 <# + 2 11 4d . (266)

2V 2d Vo . cosh _4’TdL

Wertet man den Term in der Logarithmusfunktion unter Verwendung des Additions-
theorems cosh (z +y) = cosh = cosh y+sinh x sinh y [Bronstein und Semendjajew,
1989, Abschn. 2.5.2.3.3.] aus, so erhilt man:

Cy = €120 (p1 + p2) do (W ﬁ + V’;’:l In (cosh Z—Cll + tanh % sinh Z—l)) )
(2.67)
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Das abgeleitete Modell verhélt sich fiir den Grenzfall einer weit von der Grenz-
flache entfernten Elektrode wie erwartet wie ein Plattenkondensator mit unendlich
ausgedehntem homogenem Medium:

L—{£}o0
= £1€&p p1+p2 (bo( ‘(/ 4d_'_V2 VIIH(COShI—d{ }Sinhz—é))z
= £1&p ,01+p2 b0 (V‘(/ E+VQ VoWi |y ol T l):

= 160 (p1 + p2) do ( ‘(/ d{i} e V14d)_
v %1
= e1c0(p1+ p2) Po 7} ﬁ . (2.68)

Gesucht ist der Einflul einer mit 2 indizierten Nachbarschicht auf die Messung
im mit 1 indizierten Bereich. Die relative Abweichung 6Cy; von der idealisierten
Modellannahme C{;™ nach diesem Modell fiir eine MeBelektrode der Linge 1 im mit
1 indizierten Bereich, die sich im Abstand L von der Mediengrenzfliche befindet, ist
dann:

Cy — CF®
Oy
Im iiblicherweise bei einer Melbank auf die Elektrodenmitte bezogenen Koordina-
tensystem ist L — L — % zu setzen. Von der relativen Abweichung im Modell 6C)y
ist die Abweichung:
i —-C
0cCy = T . (2.70)

des Grenzwertes des Plattenkondensatormodells fiir grofie Absténde von der Grenz-
fliche C{™ von der Theorie fiir den zylinderformigen Kondensator C' zu unter-
scheiden. Die Diskussion soll nun im néchsten Abschnitt am fiir DEP-Messungen
relevanten Anwendungsfall zweier Lagen gefiihrt werden.

2.3 Theorie fiir den Anwendungsfall eines Eis-
kerns (einer Bohrlochsonde) mit Isolier-
schicht

Nach obigen Vorarbeiten kann nun der Fall zweier Schichten diskutiert und die Po-
tenzreihen direkt angegeben werden. Die in Abschnitt 2.2.1 festgelegte Nomenklatur
wird allgemein beibehalten und dahingehend modifiziert, daf§ der an die Elektrode
angrenzende Isolierschichtbereich mit a anstatt mit 1 indiziert wird, also ®* und e,
und der Bereich des zu vermessenden Mediums (Eiskern bzw. Bohrlochmatrix) mit
i statt mit 2. Die Radien werden mit a fiir p; und b fiir ps bezeichnet. Auflerdem
wurde in Abschnitt 2.1.5 diskutiert, dafl kleine Luftspalte zwischen den Elektroden-
halbschalen keinen Einflu haben. Bei den hier diskutierten Apparaturen werden
Luftspalte minimiert, so daf ¢ = 0 gesetzt werden kann®.

5Sollen die Luftspalte mitbehandelt werden, so ist der m-te Term der Reihe mit cos (2m + 1) 9
zu multiplizieren.
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2.3.1 Bestimmung der Koeffizienten in gemeinsamer No-
menklatur fiir Elektrodeninnen- und auflenbereich

Mit den Rekursionsbedingungen (2.40) und (2.41) ergeben sich mit Einsetzen von

al, . =a2_ =Cpncund bl,_ = b2 _ = 0 fiir den Bereich innerhalb der Elektroden
die Koeffizienten fiir den Isolierschichtbereich zu ag, . = a), . = 5 (1 + ) C,ne und
b =hby.=5(1-2) (2)4m+2C,, .. Man fiihrt eine abkiirzende Schreibweise fiir

die Radienverhéltnisse mit p,« = 2 < 1 und ve = 2 < 1 ein und folgert mit der

Normierungsbedingung (2.42) und durch Riickeinsetzen:

. . 2m—+1 2 2m—+1
Ao = a (5)7 = Pa , (2.71)
a (1 + j—) + (1 — j—) vt
) . a 2m+1
B« = b <_) =0, (2.72)
p
p 2m+1 (1 + EE—;> Pt
Ao = a (57 = (2.73)
a

(1+ j—) + (1 — j—) pim+2
2

) w2 2m—+1
B = by ()m( 8 G

p 1+8)+ (1-2) vt

Analog bestimmt man die Koeffizienten im Bereich aulerhalb der Elektroden aus-
gehend von al,. = a?. = 0 und b},. = b%. = C,> mit den Rekursions-
bedingungen (2.40) und (2.41) zu a%. = a,. = 3(1 — 2) (4)4m+2C,,~ und
b2. =bl.=1(1+ ) Cpy>. Nach Normierung mit Bedingung (2.42) und Riickein-
setzen folgt mit der abkiirzenden Schreibweise p,~ = % <lundovs, =3 <1

. . 2m+1
Aps = g (g) =0, (2.75)
2m+1 2m+1
. : 2
B> = b <g> - Fo , (2.76)
p

(1 + j—) + (1 - j—) pdmt?

i v2> 2m+1
A (3)2’”“_ (1‘i> (,,) 2.7

m> a1”/L> )
a (1 - j—) - (1 — j—) pimt2

2m+1 <1+:_i> R+
B2 = bt (9> - i . (2.78)
p (1+

2)+(1-2)

Der wesentliche Gewinn der mit p,< und vg eingefiihrten Schreibweise ist eine ge-
schlossene Darstellungsweise fiir die Potenzreihen im Bereich innerhalb und aufler-
halb der Elektroden, denn durch Vergleich der Gleichungen (2.71) und (2.76) zeigt
man die formale Gleichheit Al _ = B! _. Analog zeigt der Vergleich der Gleichun-
gen (2.73) mit (2.78) die formale Gleichheit A% _ = B2 .. Vergleicht man Relation
(2.74) mit Relation (2.77), so findet man B% _ = A2 _ formal identisch. Die weite-
ren Betrachtungen werden allgemein mit v und p, gemacht, wobei dann im Bereich
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innerhalb der Elektroden v = g und p, = 2 zu setzen ist, wihrend auBerhalb der

Elektroden v = ¢ und p, = % giltS.

2.3.2 Potenzreihen fiir Potential und Fluf

Die im letzten Abschnitt 2.3.1 bestimmten Koeffizienten (2.71) bis (2.78) setzt man
in die Potenzreihen fiir Potential (2.37) und FluB (2.45) ein und erhélt die in Tabel-
le 2.1 aufgelisteten Relationen. Fiir den Flul durch die Elektrode wurde die Reihe
im Elektrodenbereich in der Grenze fiir p = a betrachtet. Durch Addition und Sub-
traktion von (g, — &) /(¢4 + &) v*™ "2 erhiilt man zwei getrennte Potenzreihen von
denen sich eine analytisch mit >~ W = —% In (tan %) [Bronstein und
Semendjajew, 1989, Abschn. 4.4.1.2 Gl. 36| zusammenfassen 148t und die zweite

verbleibende Potenzreihe geometrisch majorisierbar ist:

B0 = (F oty A ERET wene
wlee) = Waals X ommyme

pa=1(2.79)

= {F} cacol¥ (Incot £ —4 i (B5) "™ s 2min)e
B am0 T 2 =0 1+(ﬂ> vAm+2 2m+1 :

categ

2.3.3 Potenzreihen fiir die Komponenten der Feldstirken

Die Potenzreihen fiir die Komponenten der Feldstérken lassen sich aus der Defini-
tion E'/a = —grad ®/* berechnen. Fiir die Winkelableitung E;/ t = —% % /2 tritt
aufler der impliziten Abhéngigkeit in p, und v keine weitere Vorzeichenabhéangigkeit
der Potenzreihensummanden in Tabelle 2.1 abhéngig vom Bereich innerhalb oder
aulerhalb der Elektroden auf. Bei der Radialableitung E;,/ b= —a% ®/2 tritt neben
der impliziten Abhéngigkeit vom Innen- oder Aufienbereich iiber die Radialableitun-
gen noch eine Vorzeichenabhéngigkeit hinzu. Beim Differenzieren der Potenzreihe ist
dann zu beachten, dafl im Bereich innerhalb der Elektroden:

0 4 w1 O p 1,
- S S 2.80
appa< pa apa ppa< ( )

gilt, hingegen im Bereich auflerhalb der Elektroden ist:

9 4 k1 0 a L
A Pa> = FPa> 7.~ = _k_pa : 2.81
ap > > ap p p > ( )
In geschlossener Schreibweise falt man dies zu:
9 Ly
op Puis = {£}k L Puis) (2.82)

zusammen. Die auf diese Weise berechneten Potenzreihen sind ebenfalls in Tabel-
le 2.1 aufgelistet.

6Die Definitionen von v und p, sind so gewihlt, dafl sie immer kleiner gleich 1 sind.
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2.3.4 Restglied der Potenzreihen

Die Konvergenz der eben in den Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3 diskutierten Reihen
148t sich mit der in Abschnitt 2.2.5.2 gefundenen Restgliedabschéitzung (2.56) kon-
trollieren. Durch Wahl von D = |(g,—¢;)/(ea+¢€;)| v? < 1, wegen Relation (2.25) also
D < 1, und mit Py = 1 sowie r = 1 wird die Bedingung an den Nenner unabhéngig
vom Index N und man erhélt mit der jeweiligen summierten majorisierenden Reihe
die entsprechende Restgliedabschitzung. Die Potenzreihen fiir die hier diskutier-
ten Reihen sind mit ihren majorisierenden Reihen und der summierten Funktion in
Tabelle 2.1 angegeben und wurden mit dem in Abschnitt B angegeben Quellcode
theo2lay.c implementiert.

2.3.5 Berechnete Beispielpotentialverteilungen

Die Potential- und Feldlinienverteilung gibt einen anschaulichen Uberblick iiber die
jeweilige Problemstellung. Mit dem Programm cont2gmt.c (Anhang B), das auf
Routinen in sup2lay.c (Anhang B) zuriickgreift, werden Aquipotential- und Feld-
linien berechnet und mit dem Skript plot2lay.gmt (Anhang B) grafisch darge-
stellt. Die im folgenden angegebenen Beispiele sollen keine umfassende Diskussion
der Theorie in allen ihren Facetten sein, sondern vielmehr an frithere Arbeiten [Wil-
helms, 1996; Wilhelms et al., 1998] ankniipfen und eine Vorstellung der Verhéltnisse
bei einer realen Apparatur geben.

Ein typischer Fall in der Anwendung ist ein von einem Luftspalt (¢, = 1) umgebener
Eiskern (g;). Fiir niedrige Frequenzen im Vergleich zur Debeyschen Relaxation sind
g; &~ 100 typische relative Dielektrizitatskonstanten fiir reines Eis, wihrend fiir hohe
Frequenzen &; ~ 3.2 ist [Petrenko, 1993, S. 7]. Einen Frequenzgang fiir im Labor
hergestelltes Eis findet man in Petrenko und Whitworth [1999, Fig. 4.5], basierend
auf Daten von Takei und Maeno [1997]. Fiir polares Eis wurden Dielektrizitatskon-
stanten in der gleichen Groflenordnung gemessen [Wilhelms, 1996, Kapitel 4].

Fiir eine bei NGRIP [Dahl-Jensen et al., 1997] eingesetzte Apparatur ist die Poten-
tialverteilung fiir hohe Frequenzen in Abbildung 2.9 gezeigt.

Die Dielektrizitédtskonstanten des Luftspalts (¢, = 1) und des Eiskerns (g; = 3.2)
liegen in der gleichen Gréflenordnung, so dafl man im wesentlichen den gleichen
Befund wie bei der keine Luftspalte beriicksichtigenden Theorie in Wilhelms [1996,
Abb. 2.22] und Wilhelms et al. [1998, Fig. 5] erwartet. Dies wird auch bestétigt,
lediglich eine leichte Brechung der Aquipotentiallinien am Rand kommt bei der den
Luftspalt beriicksichtigenden Theorie hinzu.

Qualitativ verschieden ist hingegen das in Abbildung 2.10 gezeigte Verhalten bei
niedrigen Frequenzen.

Das Potential fallt fast vollstdndig im Luftspalt zwischen Eiskern und Elektrode
ab. Die hohe Dielektrizitdtskonstante ¢; = 100 des Kerns bedingt ein an Metalle
erinnerndes Verhalten. Der Potentialabfall im Eiskern ist etwa nur 1—10 des gesamten
Potentialabfalls zwischen den Elektroden. Damit wird der Bereich nahe der positiven
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mit dem nahe der negativen Halbschale quasi kurzgeschlossen und befindet sich
auf nahezu gleichem Potential. Auch die Feldlinien treten nahezu senkrecht durch
die Kernoberflache, wie bei Metallen zu erwarten wire, und werden dann stark
gebrochen.

Das Verhalten einer Bohrlochsonde mit Luftspalt in Abbildung 2.11 erinnert fiir
grofe Absténde von der Elektrodenoberfliche wiederum an frithere Arbeiten [Wil-
helms, 1996; Wilhelms et al., 1998], wihrend an der Luft-/Eisgrenzfliche die Aqui-
potentiallinien, besonders im Randbereich, merklich gebrochen werden.
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2.3.6 Giiltigkeitsbereich der Theorie

Bei der in Abschnitt 2.2 abgeleiteten Theorie fiir geschichtete Dielektrika war der
Auflésungsverlust durch EinfluB8 einer Nachbarschicht auf den Mefibereich im ge-
schichteten Medium zunéchst nicht diskutiert worden. Das in Abschnitt 2.2.6 ab-
geleitete Modell eines Plattenkondensators benotigt dafiir die in diesem Abschnitt
abgeleiteten Relationen fiir Potentialverteilung und Feldlinienparametrisierung.

2.3.6.1 Antrieb des Plattenkondensatormodells

Neben geometrischen Abmessungen bendtigt das Modell des Plattenkondensators
Cy (2.67) die Spannungen V; und V5 auf der Grenzfliche zwischen Medium &3 bzw.
2 und Isolierschicht €; bei L = #o0o. In Abschnitt 2.2.6 wurde beschrieben, daf
sich iiber die Feldlinienparametrisierung der auf Grenzfliche zur MeBelektrode kor-
respondierende Bereich bestimmen 148t, wie auch die Abbildungen 2.9 bis 2.11 illu-
strieren. Zu diesem Zweck ist in dem in Anhang B gelisteten Quellcode sup2lay.c
eine Routine zur Verfiigung gestellt. Fiir den zum Begrenzungswinkel der Meflelek-
trode ¢ korrespondierenden Winkel &, berechnet man nach Gleichung (2.57) den
Mittelwert ®2'(b,&,) in der jeweiligen Grenzfliche (i = 1,2) und setzt ihn fir V;
bzw. V5 ein. Dies ist in den Algorithmen fiir die Potentialverteilung in theo2lay.c
(Anhang B) implementiert.

2.3.6.2 Anwendbarkeit des Plattenkondensatormodells

Das Modell wurde zur Abschéitzung des Einflusses einer Nachbarschicht auf den Mef-
bereich entwickelt. Zunéchst ist deshalb zu testen, ob es fiir die Kapazitdtsmessung
in einem Bereich ohne Grenzflache im Dielektrikum, d.h. die in Gleichung (2.68)
berechnete Grenze C};>°, mit der Kapazitit eines unendlich langen zylinderférmigen
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Kondensators, die am Ende von Abschnitt 2.2.3 bereits zu C = —% U bestimmt

wurde, iibereinstimmt. Die relative Abweichung 6cCy = (Cy™> — C)/C (2.70) wird
von einem Programm slitgrd.c (Anhang B) auf einem Gitter berechnet und von
einem Skript slitmodel.gmt (Anhang B) fiir vorgegebenen Mefelektrodenbereich &
dargestellt. Abbildung 2.12 zeigt die vom Skript slitmodel.gnt fiir die verwendeten
Apparaturen mit einem MeBelektrodenwinkel von ¢y, = 108° ausgegebene Grafik.

Akzeptiert man wiederum die bereits bei der Diskussion zur Verwendung einer

Theorie fiir einen endlich langen Zylinder zur Berechnung der Leerkapazitédt in

Abschnitt 2.1.5 angenommene Fehlergenauigkeit von 1 %, so ist fiir die verwen-

deten Kondensatoren das Plattenkondensatormodell fiir Radienverhéaltnisse v > 0.7

brauchbar, was in der praktischen Anwendung keine Begrenzung darstellt. Bei der

an NGRIP verwendeten Apparatur mit dem gréfiten bisher gebauten Luftspalt be-
49 mm

trigt das Radienverhéltnis immer noch v = == ~ 0.89, fiir das 0cCy S 1%0
ist.

Auffallend ist in Abbildung 2.12 das Dreieck extremer Abweichung mit praktisch
verschwindender Ubergangszone zu moderaten Abweichungen mit den Eckpunkten
v =0.2und v = 0.5 bei ¢ = 1. Fiir den dritten Eckpunkt bei v = 0.34 und ¢ = 20
sind die Potentialverteilungen im Innen- bzw. Auflenraum der Elektroden in Abbil-
dung 2.13 aufgetragen. Im Bereich hoher Dielektrizitédtskonstanten werden die am
Rand der Mefelektrode entspringenden Feldlinien auf die Oberflache des Kerns bzw.
der Bohrlochmatrix gezogen. Die Annahme eines gebogenen Plattenkondensators ist
brauchbar”. Unterhalb eines kritischen Dielektrizitéitskonstanten- /Radienverhéltnis-
ses werden nicht mehr alle auf der MeBelektrode entspringenden Feldlinien auf die
Oberflache gezogen und das Modell wird unbrauchbar. Dieses Ablosen der Feldli-
nien findet entlang der Dreieckseite mit hoheren Radienverhiltnissen iiber den in
Abbildung 2.13 dargestellten Punkt an der Spitze zu nahezu konstanten Radien-
verhéltnissen von v < 0.33 fiir Dielektrizitdtskonstantenverhéltnisse € 2 20 statt.

"Die topologischen Zusammenhinge eines Plattenkondensators sind erfiillt und der Plattenkon-
densator ist lediglich deformiert.
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Abbildung 2.13: Potentialverteilung am Rand des Bereichs fiir grole Abweichungen
des Plattenkondensatormodells

Die Potentialverteilung innerhalb und auflerhalb der Elektroden ist fiir einen Elektro-
denwinkel £ = ¥ an der Spitze der dreieckigen Region in Abbildung 2.12, d.h. rapide
Zunahme der Abweichung des Plattenkondensatormodell von der exakten Theorie doChy
aufgetragen. Der Radius der Elektrodenoberfliche ist ¢ = 1. Fiir ein Verh#ltnis der Di-
elektrizitéitskonstanten von ¢ = 20 wurde fiir einen Kernradius b = 0.34, bzw. fiir eine
Bohrlochmatrix b = 0_—24 ~ 2.94 eingesetzt. Am gezeigten Punkt treffen die Feldlinien

gerade noch auf die Oberflache des vermessenen Mediums.

Die Anderungsrate der Abweichung entlang der Dreiecksseite mit kleinen Radi-
enverhéltnissen ist kleiner und wohl im wesentlichen ein geometrischer Effekt der
Spannungsmittelung {iber die Grenzfliche. Treffen die Feldlinien der Elektroden-
berandung nicht auf die Grenzfliche, so wird die iiber die Grenzfliche gemittelte
Spannung zu hoch und damit die Spannungsdifferenz im Modell zu klein geschétzt,
das resultiert in einer nach dem Modell zu hohen Kapazitéit. Zu kleineren Radien-
verhéltnissen hin verliert die Anderung in der Spannungsmittelung an Bedeutung
und die Spannungsdifferenz erreicht einen nahezu konstanten Wert. In diesem Be-
reich wird die Uberschitzung des mittleren Plattenabstands bedeutend und die nach
dem Modell berechnete Kapazitit zu grofs.

2.3.6.3 Einflu3 der Nachbarschicht

Das Modell eines Plattenkondensators (Abschnitt 2.2.6) wurde abgeleitet, um den
Einflufl einer Nachbarschicht auf den Mefibereich abzuschéatzen. Fiir einen Eiskern-
radius von 49 mm ist in Abbildung 2.14 der Verlauf der effektiven Dielektrizitéts-
konstanten €* im hochfrequenten Bereich mit einer Dielektrizitdtskonstanten von
g; = €gjs in axialer Richtung gegen den Abstand der Elektrodenmitte L von der
Grenzfliache fiir Elektrodenradien bestehender Apparaturen entsprechend der Le-
gende aufgetragen und mit Mefldaten verglichen. Der asymmetrische Abfall von 0
bis 2 cm bei B26 hat seine Ursache in einem abgerundeten Kernende nach dem Boh-
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Abbildung 2.14: Effektive Dielektrizitatskonstante und ihre relative Abweichung bei
hohen Frequenzen an einer Grenzflache in axialer Richtung

Der zu erwartende Verlauf der gemessenen effektiven Dielektrizitédtskonstanten nach dem
Plattenkondensatormodell e}; = g—gé im Bereich der Grenzflichen und die relative Abwei-
chung vom Wert in unendlicher Entfernung dC)y; ist fiir einen Eiskernradius von b = 49 mm
und verschiedene Elektrodenradien a und Dielektrizitéitskonstanten eg;s entsprechend der
Legende aufgetragen und mit Mefidaten verglichen. Die Tiefenskala des bereits in Wilhelms
[1996, Abb. 2.27] dargestellten Kernendes von B26 [Schwager et al., 1996] bei 119.718 m
wurde in eine auf das Ende bezogene Tiefenskala umgewandelt und fiir die Darstellung
gedreht. Die verwendete DEP-Apparatur hatte einen Durchmesser von 100 mm und der
Kern einen Durchmesser von 98 mm. Der Kernanfang von Bag 3007 des NGRIP-Kerns
[Dahl-Jensen et al., 1997] in einer auf die entsprechende Tiefe von 1653.3 m bezogene Tie-
fenskala ist fiir eine Apparatur mit 110 mm Elektrodendurchmesser und einem Kern von
98 mm Durchmesser dargestellt. Die Fehlerbalken zeigen 4.5 % Fehler der Dielektrizit its-
konstanten [Wilhelms et al., 1998] und einen geschétzten Ortsauflosungsfehler von 2 mm
an. Die Meflelektrodenlénge ist fiir beide Apparaturen | = 10 mm.

ren. Beim glatten, gesigten Kernende von NGRIP tritt dieser asymmetrische Abfall
hingegen nicht auf. Die Mefldaten verifizieren also das Plattenkondensatormodell.
Eine Dicke von 3 Radiendifferenzen d = |a — b| repriisentiert die Mefidaten optimal,
wéhrend eine Dicke von 4 d bereits einen zu flachen Abfall beschreibt.

Damit kann man das Plattenkondensatormodell fiir die in der vorliegenden Ar-
beit diskutierten hochfrequenten Messungen akzeptieren und den Einflulbereich
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Abbildung 2.15: Effektive Dielektrizitatskonstante und ihre relative Abweichung bei
niedrigen Frequenzen an einer Grenzfliche in axialer Richtung

Der zu erwartende Verlauf der gemessenen effektiven Dielektrizitédtskonstanten nach dem
Plattenkondensatormodell e}; = g—égé im Bereich der Grenzflichen und die relative Abwei-
chung vom Wert in unendlicher Entfernung §C'y; ist fiir einen Eiskernradius von b = 49 mm,
einen Elektrodenradius ¢ = 50 mm und die Dielektrizitatskonstante eg;s = 75 aufgetragen
und mit MeBdaten des Kerns FB9817 [Oerter et al., 2000] verglichen. Die Tiefenskala wur-
de auf den Kernanfang bei 15.705 m bzw. das Kernende bei 16.685 m bezogen, wobei das
Kernende entsprechend fiir die Darstellung gedreht wurde. Die Fehlerbalken sind kleiner
als die verwendeten Symbole und deshalb nicht dargestellt. Die Meflelektrodenlénge ist

hier 1 = 100 mm.

der Nachbarschicht bei Messungen mit der Apparatur an NGRIP auf maximal
3 cm abschétzen, wihrend er bei allen anderen Messungen unter 1 cm bleibt. Die
Auflésung der Apparaturen liegt also im Bereich einer Meflelektrodenlénge. Deshalb
stellt die Theorie keinen limitierenden Faktor dar.

Abbildung 2.15 zeigt die Anwendbarkeit des Plattenkondensatormodells auf nie-
derfrequente Messungen. Bei niederfrequenten Messungen mit Kreisfrequenzen von
w ~ 27100 Hz ist die effektive Dielektrizitatskonstante von Eis * fiir die gewihlten
Apparaturdimensionen zwar um eine Groéflenordnung grofler als bei hochfrequenten
Messungen mit einer Kreisfrequenz w = 2 7250 kHz, die Frequenz aber um mehr als

zweil Groflenordnungen kleiner. Damit die Impedanz Z = 1/(iwe*C§°) nicht grofler
als der Meflbereich der Mef3briicke wird, wird eine 100 mm breite Meflelektrode,
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also 10 mal ldnger als bei niederfrequenten Messungen, verwendet. Der Verlauf der
Dielektrizititskonstanten in Abbildung 2.15 zeigt die exakte Ubereinstimmung zwi-
schen Plattenkondensatormodell und Theorie, d.h. fiir die im Rahmen dieser Ar-
beit durchgefithrten Messungen im niederfrequenten Bereich ist das Modell eines
Plattenkondensators anwendbar. Die Verwendung einer die axiale Abhéngigkeit ver-
nachlédssigenden Theorie ist hier in keiner Weise limitierend, da der Einflubereich
der Nachbarschicht lediglich eine halbe Meflelektrodenbreite ist. Messungen inner-
halb einer halben Meflelektrodenbreite um das Kernende mit groffen Abweichungen
nach Abbildung 2.15 sind nicht sinnvoll, da die Mediengrenze im MeBbereich liegt.

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit diskutierten Apparaturen stellt die vorgestellte
Theorie eine wenigstens auf 1 % exakte Beschreibung der Verhéltnisse dar. Die
axiale Auflosung wird durch die Vernachlédssigung der axialen Abhéngigkeit in der
Theorie nur vernachléssigbar herabgesetzt.
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Kapitel 3

Meflanwendungen mit der Theorie
fiir 2 Schichten

Die Anwendung der in Abschnitt 2.3 fiir ein Medium mit Kern bzw. Bohrlochmatrix
und einer Isolierschicht ausformulierten Theorie beinhaltet verschiedene Aspekte.
Zunéchst ist fiir die gemessene effektive Dielektrizitdtskonstante und die ebenfalls
fehlerbehafteten Apparaturparameter die Dielektrizitatskonstante des Mediums &
mit einer Fehlerangabe gesucht. Dazu werden im néchsten Abschnitt 3.1 die Po-
tenzreihen fiir die effektive Dielektrizitéitskonstante angegeben und die Eigenschaften
der Funktion als Abbildung diskutiert. Mit numerischen Methoden zur Nullstellen-
bestimmung von Gleichungen wird die gesuchte Dielektrizitatskonstante des Kerns
bzw. der Bohrlochmatrix iterativ bestimmt. Die Ableitungen der Umkehrfunktion
werden aus den mit der iterativ bestimmten Dielektrizitdtskonstanten des Kerns
bzw. der Bohrlochmatrix ausgewerteten Potenzreihen fiir die Ableitungen der ef-
fektiven Dielektrizitdtskonstanten bestimmt. Die Ableitungen der Umkehrfunktion
sind die zur Fehlerrechnung gesuchten Groéflen. In Abschnitt 3.2 werden die feh-
lersensiblen Groflen einer Apparatur fiir die Eiskernmessung identifiziert und eine
Apparaturdimensionierung unter den weiteren vorgegebenen technischen Rahmen-
bedingungen durchgefiihrt.

3.1 Die effektive Dielektrizitidtskonstante und ih-
re numerische Umkehrung zugunsten der
Kern- bzw. Matrixeigenschaften

Zur Messung der dielektrischen Eigenschaften des Kerns bzw. der Bohrlochmatrix
e; wird die Kapazitdt der Anordnung C' gemessen und die Leerkapazitdat C§° durch
Eichung, Messung oder Berechnung bestimmt. Zunéchst sind dazu die Potenzreihen
fiir die effektive Dielektrizitdtskonstante ¢* und ihre Ableitungen in Abhéngigkeit
der Dielektrizitatskonstanten des Kerns bzw. der Bohrlochmatrix &; und der Isolier-
schicht e, bereitzustellen und in ihrem Verhalten zu diskutieren. Danach wird in
Abschnitt 3.1.3 das Newton-Verfahren zur numerischen Umkehrung der Potenzrei-
hen eingefiihrt und die Eindeutigkeit der Losungen diskutiert.
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3.1.1 Dielektrizitidtskonstante und Ableitungen als Potenz-
reihen

Verschwindende Randspalte (¢ = 0) angenommen, d.h. die in Gleichung (2.20) und
(2.49) zusammengefafite Leerkapazitéit des unendlich langen Zylinders C§° geht mit
Relationen aus Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 2.5.2.1.3. & 2.5.2.3.4.]
iiber zu:
2 £)\2 i £)2
C® = o 1 In (COt é) = z—:ol In L+ (cos 3) (s?n ;) (3.1)
m 2 T £

1 — (cos §)2 + (sin §)2

1 14 cos &
= 80—11’17

1
LY - :2€O;artanh(cos £) .

AuBer dieser Relation fiir die Leerkapazitiat C3° bendtigt man fiir die Bestimmung
der effektiven Dielektrizitétskonstanten €* nach Gleichung (2.50) noch die Koeffizi-
enten b2 _ = b} _ bzw. a2 = al . fiir zwei Schichten nach den Gleichungen (2.74)
und (2.77). Setzt man diese Relationen ein, so erhélt man nach geeigneter Diffe-
rentiation der Ursprungsreihe, die wegen der Existenz der Ableitung fiir die hier
behandelten Reihen nach Abschnitt 2.2.5.3 die gesuchte Potenzreihe ist, die in der
ersten und zweiten Spalte von Tabelle 3.1 angegeben Potenzreihen.

Die im folgenden diskutierte Implementierung der Reihen auf elektronischen Rech-
nern benutzt das in Abschnitt 2.2.5 beschriebene Verfahren der Restgliedabschétz-
ung von Potenzreihen. Dazu bendétigt man die in der dritten Spalte der Tabelle
aufgelisteten majorisierenden Reihen und ihre analytischen Summen in der vierten
Spalte.

3.1.1.1 Implementierung der Potenzreihen

Bei der Betrachtung der Restglieder der Potenzreihen treten bei den Ableitungen
auch Potenzen r # 1 des Nenners entsprechend der allgemeinen Form der Rei-
he (2.53) und ihrer majorisierenden Reihe (2.56) auf. Die iibrigen Abschétzungen
konnen analog zu den Abschétzungen fiir die Potenzreihen von Feld, Potential und
Flul in Abschnitt 2.3.4 zu D = |(g;—¢.)/(g;+€a)| v* < 1 und mit Py = 1 gewihlt wer-
den. Entsprechend der Diskussion iiber Ableitung und Stammfunktion einer kom-
plexen Potenzreihe im Abschnitt 2.2.5.3 existieren die Ableitungen der effektiven
Dielektrizitatskonstanten €* ebenfalls.

Die in Tabelle 3.1 angegebenen Reihen sind in dem in Anhang B angegebenen Quell-
code eps2lay.c entsprechend implementiert.

3.1.2 Abbildungseigenschaften der Dielektrizititskonstan-
ten

Zur Darstellung der Abbildungseigenschaften wurde ein in Anhang B aufgelistetes
Skript epsmap.gmt entwickelt, das auf das Programm mit in Anhang B aufgeliste-
tem Quellcode epsgrid.c zuriickgreift. Mit diesen Hilfsmitteln kénnen die Abbil-
dungseigenschaften studiert werden. Um eine moglichst grofie Allgemeingiiltigkeit
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der Ergebnisse zu erhalten, betrachtet man alle Grolen bezogen auf die Dielektri-
zitdatskonstante der &ufferen Schicht. Man formt die Potenzreihe fiir £* in Tabelle 3.1
wie folgt um:

c* < 4 0o 51/€a—1v4m+2 cos(2m+1) &

o1+ Y et 2t ) . (3.2)
/a 1 m

€a artanh(cos§) = 1 — i/;ﬂ pim+2

In den Algorithmen entspricht dies €, = 1 zu setzen und ¢; als Laufvariable zu be-
trachten. Um in der hier geforderten Allgemeinheit den Definitionsbereich der Lauf-
variable €; zu konstruieren, ist der Wertebereich der Abbildung ¢;/e, fiir positive
Dielektrizitatskonstanten und Leitfdhigkeiten mit der in Gleichung (2.24) festgeleg-
ten Konvention mit negativem Vorzeichen des Imaginérteils zu betrachten:

& g —iegl  (ef—iegl)(e) +iey) ey teien L elel —&f el

€. €, —ie! g% +¢el? lea)? lea|” (3:3)

Beriicksichtigt man nun, dafl die ¢ a2 1 und die € o = 0 vorausgesetzt waren,
so bildet die Quotientenbildung den vierten Quadranten mit positivem Real- und
negativem Imaginérteil auf die rechte Halbebene mit positivem Realteil Cgqs( ab,
diese ist der zu betrachtende Definitionsbereich der Abbildung. Abbildung 3.1 gibt
einen Uberblick fiir eine oft benutzte Apparatur.

Anhand Abbildung 3.1 lassen sich einige grundlegende Eigenschaften der effektiven
Dielektrizitatskonstanten bezogen auf die Dielektrizitétskonstante im Isolierschicht-
bereich £* /¢, als Abbildung des Dielektrizitdtskonstantenverhéltnisses €;/¢e, ablesen.

3.1.2.1 Antisymmetrie des Imaginirteils und Symmetrie des Realteils
unter Spiegelungen an der reellen Achse

Die Symmetrie wird offensichtlich, wenn man die Entwicklung der effektiven Di-
elektrizitédtskonstanten g nach Radienverhéltnissen v nach Gleichung (3.2) mit der
geometrischen Reihe ﬁ = > 2, «" [Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn.

3.4.7.1.] in eine Potenzreihe der relativen Dielektrizitdtskonstantenverhdltnisse um-
formt und den Kosinus in Exponentialfunktionen darstellt:

e* oo &i/fa=l, 4m+2 cos(mt1) €

_ — 4 1/5a+1 2m+1 _
€ = 1+ artanh(cos &) Z 1_&i/ea— 1 pAm2 - (34)
a m=0 ei/eat

= 14 4 Z Z <E/€a—1) Jr(lv (n+1))2m+1 e(2m+1)i€ | o—(2m+1)ig _

artanh(cos £) = gifeatl 2(2m+1)
n+1 2(n+1) Inv+i€)2m+1 2(n+1) Inv—i&\2m+1
— €i/ea—1 ) (e ) —
= 1+2 Z (el/s +1> 2m+1) artanh(cos &) + ZO (2m+1) artanh(cosé)) o
m=
= 142 E gifea—1 ntl artanh(eQ(’”Ll) In v+ig) artanh(e2(nt+1) Inv—ig)
o gifeat+1 artanh(cos §) artanh(cos §)
e2(n+1) lnv(e1§+e71§)
_ n 5 E e /ea—1 n+1 artanh(® A+ o ) -
o ei/eatl artanh(cos £)
— 1 + 2 Z 61/€a 1 ntl artanh Cosh(2((zzs+‘£1) ln'u))
— \ &i/eatl artanh(cos &)
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a: Konturlinien: Re (€ / €,) b: Konturlinien: Im (€" / €,)
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Abbildung 3.1: Abbildungseigenschaften von z—a(z—;) fiir eine Standardapparatur
Die mit dem Skript epsmap. gmt erzeugte Ausgabe fiir Real- und Imaginirteil ist der Uber-
sichtlichkeit wegen getrennt nach Real- (a:) und Imaginérteil (b:) dargestellt. Eingesetzt
wurden das Radienverhéltnis v = 0.98, also z.B. ein Elektrodendurchmesser von 100 mm
und einen Eiskerndurchmesser von 98 mm, mit einem Elektrodenwinkel von § = £. Da bei
der realen Apparatur die Isolierschicht mit Luft £, = 1 gefiillt ist, kann die Abbildung fiir
diesen Fall auch als €*(e;) gesehen werden und es ist nur der Bereich mit Re(Z-) > 1 und
Im(£) < 0 relevant. Um méglichst allgemein alle Félle {iber GréBenordnungen hinweg
darzustellen, wurden logarithmische Achsen verwendet. Der wichtige Fall mit verschwin-
dendem Imaginérteil ist deshalb hier nicht darstellbar, aber eindeutig aus dem Verlauf der

Konturlinien ablesbar.

Dabei wurden beim Zusammenfassen die Entwicklung der Potenzreihe

NN % = artanh z [Bronstein und Semendjajew, 1989, Tab. 1.1.3.2.] und das
Tty

Additionstheorem artanhz + artanhy = artanh ; "oy [Bronstein und Semendjajew,
1989, Kap. 2.5.2.3.5.] verwendet. Die in Gleichung (3.4) angegebene Entwicklung
von i—a ist eine Potenzreihe in den komplexwertigen relativen Radienverhiltnissen
(ei/ea — 1)/(ei/€a + 1) mit reellen Koeffizienten. Die komplexe Konjugation z — Z
einer komplexen Zahl z € C ist die Abbildung, die den Realteil von z festhélt
und den Imaginirteil an der reellen Achse spiegelt [Remmert, 1995a, Kap. 0, §1,
Abschn. 1]. Unter Verwendung der multiplikations- und additionsvertriaglichen
Eigenschaften der komplexen Konjugation rechnet man die Vertréglichkeit des

relativen Dielektrizitdtskonstantenverhéltnisses der Eingangsvariablen ¢;/e, mit der
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komplexen Konjugation nach:

(eifea) =1 (eifea—1) (gi/ga _ 1)
(/e) 41 (ei/eat 1) \&feat1)

Da die Reihe €*/e, in den relativen Dielektrizitéitskonstantenverhéltnissen reelle
Koeffizienten hat, ist sie ebenfalls mit der Konjugation vertraglich, womit folgt:
£*/ea(ei/ea) = €*[ea(gi/ea). Dieses Verhalten zeigt die beobachtete Symmetrie al-
gebraisch exakt, denn der Realteil ist symmetrisch unter Spiegelung an der reellen
Achse, wihrend der Imaginérteil sein Vorzeichen dndert, also antisymmetrisch ist.
Die Vertréaglichkeit der abgeleiteten Theorie mit der komplexen Konjugation zeigt,
daB die in Definition (2.24) getroffene Konvention mit negativem Vorzeichen des
Imaginéarteils der Dielektrizitatskonstanten, wie in Abschnitt 2.2.1 kurz erwéhnt,
tatséichlich willkiirlich ist. Fiir die Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten
Theorie kénnen also beide Vorzeichenkonventionen, die gerade durch die komplexe
Konjugation ineinander iiberfithrt werden, gewéhlt werden.

(3.5)

3.1.2.2 Endlicher Grenzwert der Abbildung bei co

Zu grofien Eingangswerten ¢;/e, hin, sowohl im Real- als auch im Imaginérteil,
scheint der Realteil von €*/e, einen endlichen Maximalwert anzunehmen. Bei
der Betrachtung von Abbildung 3.1a ist dabei zu beachten, dafl oberhalb von
Re(e*/e;) = 50 zusétzliche Konturlinien mit immer kleineren Absténden zu grofien
Werten hin eingefiigt wurden. Der Imaginérteil hingegen verschwindet rasch, beson-
ders bei grolem Realteil des Eingangswertes. Der exakte Maximalwert ist fiir die in
Abbildung 3.1 dargestellten Apparaturparameter £*/e,(00) = 65.185. Anschaulich
geht (ei/ea—1)/(ei/ea+1) — 1 in der Grenze fiir unendlich grofie ¢;/e,. Hilbert und
Cohn-Vossen [1996, §536, 38| zeigen mit Hilfe der stereographischen Projektion, dafl
es einen eindeutigen Punkt oo gibt, mit dem man die komplexe Ebene abschlieft,
in der Literatur wird sie auch oft abgeschlossene Ebene oder Riemannsche Zahlen-
sphire genannt und mit C = CU {00} bezeichnet [Fischer und Lieb, 1994, Kap. VI,
§3]. Die gebrochen linearen Transformationen, wie hier (g;/e, — 1)/(gi/ea + 1) — 1,
sind gerade die sogenannten “Kreisverwandtschaften”, die den Punkt oo nicht fest-
lassen!. Damit wird die bereits bei der Festlegung der zu fordernden Eigenschaf-
ten der Dielektrizitdtskonstanten in Abschnitt 2.2.1 erwédhnte Behandelbarkeit von
Metallen als ein Material mit unendlich hoher Dielektrizitédtskonstante auch ma-
thematisch verifiziert. Existiert nur ein Punkt oo, so ist theoretisch nicht zwischen
einem Material mit sehr hoher Dielektrizitatskonstante, d.h. grolem Realteil, oder
im Vergleich zur Mef}frequenz sehr hoher Leitfahigkeit, d.h. grolem Imaginérteil, zu
unterscheiden. Fiir ersteres erwartet man wegen der hohen Dielektrizititskonstan-
ten einen senkrechten Durchtritt der Feldlinien, zweiteres ist eine allgemein bekannte
Eigenschaft von Metallen.

!Ganz analoge Abbildungseigenschaften hat die Caleyabbildung [Remmert, 1995a, Kap. 2, §2,
Abschn. 2], die die obere Halbebene H biholomorph auf die Einheitskreisscheibe E abbildet,
wéhrend hier die rechte Halbebene Creso auf die Einheitskreisscheibe E abgebildet wird. Eine
Drehung der rechten Halbebene Creso um 90° in der mathematisch positiven Richtung in die
obere Halbebene H ist die Multiplikation des Arguments mit der imagindren Einheit i. Kiirzt man
dann i, so geht die Caley-Abbildung in den hier behandelten Bruch iiber. Eine verallgemeinerte
Caley-Abbildung findet man in Remmert [1995b, Kap. 8, §3, Abschn. 1, Bsp. 2].
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3.1.2.3 Konsistenz mit dem Kondensator ohne Schichtung

Die Grenzfille fiir ein homogenes Medium im ganzen Raum existieren. Denn betrach-
tet man fiir ¢; = ¢, in der Potenzreihe fiir die in Einheiten der Isolierschichtdielek-
trizitatskonstanten angegebene effektive Dielektrizitdtskonstante (3.2) €;/e, — 1, so
folgt unmittelbar aus dem Verschwinden des Bruchs €* = ¢; = ¢,.

Beim Grenziibergang des Radienverhéltnisses v — 0 folgt ¢* = ¢,, was bei ei-
ner verschwindend nah am Ursprung gelegenen Grenzfliche der Materialien gege-
ben ist. Betrachtet man umgekehrt v — 1, so hangt die Summation nicht mehr
vom Potenzen des Radienverhéltnisses ab. Man fafit die verbleibende Summe nach
Bronstein und Semendjajew [1989, Abschn. 4.4.1.2 Gl. 36.] zusammen und formt
das Ergebnis analog zur Bestimmung der Leerkapazitit in Gleichung (3.1) um:
- % = —lln(tan$) = Lartanh(cos¢). Nach Einsetzen und Auswer-
ten der relativen Dielektrizitatskonstantenverhéltnisse, sowie Multiplikation mit ,,
erhélt man €* = g;, was bei einer vollstdndigen Ausfiillung mit dem inneren Medium
gegeben ist. Die bei einer Erweiterung einer Theorie betrachteten Grenzfille zum
Altbekannten stimmen hier also auch iiberein.

Fiir die Auswertung einer Messung wird die Umkehrabbildung ¢;(¢*) der eben dis-
kutierten Abbildung £*(¢;) benétigt, fiir die keine Reihe vorhanden ist. Aus den
oben diskutierten Relationen der Abbildung £*(&;) wird im folgenden Abschnitt die
Umkehrabbildung durch ein rekursives Verfahren mathematisch abgeleitet und im-
plementiert.

3.1.3 Numerische Umkehrung mit dem Newton-Verfahren

Aus der gemessenen effektiven Dielektrizitatskonstante €5 = C/C§° soll die implizit
in der Potenzreihe €*(¢;) enthaltene Dielektrizitédtskonstante des Kerns bzw. der
Bohrlochmatrix &; berechnet werden. D.h. die Umkehrfunktion &;(¢¥) = (¢*) (&%)
ist zu bestimmen.

Voraussetzung fiir die Umkehrbarkeit einer Funktion ist ihre Injektivitét, d.h fiir eine
Funktion f: A — B gilt fiir beliebige z1, 29 € A: f(x1) = f(x9) = x1 = 2 [Barner
und Flohr, 1987]. Auch fiir die MeBanwendung hier ist diese Forderung unmittelbar
einsichtig. Falls zwei gleiche MeBwerte ¢ unterschiedlichen Eigenschaften des Kerns
oder der Bohrlochmatrix ¢; zugeordnet werden kénnen, macht die Messung keinen
Sinn, da diese gerade eindeutig bestimmt werden sollen.

Bevor die analytischen Kriterien iiber die Umkehrbarkeit einer Abbildung in Ab-
schnitt 3.1.3.2 diskutiert werden, soll zunéchst im nédchsten Abschnitt die, fiir die
Anwendung vorteilhafte, Darstellung einer komplexen Zahl als Matrix diskutiert
werden. Da die analytischen Kriterien mit reinen Abschéatzungsbetrachtungen kei-
ne ausreichend allgemeine Aussage iiber die Invertierbarkeit der Abbildung geben,
wird in Abschnitt 3.1.3.3 die Umkehrabbildung mit dem Newton-Verfahren rekursiv
definiert und die Injektivitéit fiir den jeweiligen Anwendungsfall durch Nachrechnen
auf einem den Anwendungsfall umfassenden Gitter nachgewiesen.
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3.1.3.1 Darstellung komplexer Zahlen

In Remmert [1988, §2, Abschn. 5] ist der Kérperisomorphismus F', d.h. eine alle
Korpereigenschaften iibertragende umkehrbare Abbildung, der komplexen Zahlen in

einen kommutativen Unterring mit Korpereigenschaften der reellen 2 x 2 Matrizen
Mat (2, R) angegeben:

F:CH{(‘W _y) :x,yGR}CMat(Q,R),x—l—in(;j _y). (3.6)

Yy x

Damit iibertragen sich alle Sétze der reellen mehrdimensionalen Analysis auf kom-
plexe Betrachtungen, so daf alle in den S&tzen auftretenden inversen Matrizen durch
das Inverse der komplexen Zahl ersetzt werden konnen. Fiir die Implementierung auf
Rechnern vereinfacht sich damit die Betrachtung von Matrizen auf komplexe Zahlen.
Die partiellen Ableitungen von Real- bzw. Imaginérteil, wie sie z.B. bei einer Feh-
lerrechnung benétigt werden, sind iiber Identifikation mit der Jacobimatrix [Heuser,
1990b, Satz 164.1] der reellen Abbildung ablesbar. So ist allgemein die Ableitung
f(2) = 2(2)+i &(2) = g—Z(z)—i g—;(z) = Re f'(z)+ilm f'(z) [Remmert, 1995a, Kap.
1, §1, Abschn. 2] einer holomorphen Funktion f(z) = f(z+iy) = u(x,y)+iv(z,y) in

u(,y)
v(x,y)
iiber dem zweidimensionalen reellen Vektorraum mit Basis {1,1} identifiziert:

o ((Re(P() (P | Bw) R\,
1@ = (e nere )= (Eoy §—;<x,y>)—j<ﬁ>< 9) 87)

Matrixschreibweise mit der Jacobimatrix Jy(x,y) der Abbildung f(z,y) = (

Die anhand der Matrix jeweils fiir die Diagonalen ablesbaren Identitdten fiir die par-
tiellen Ableitungen sind gerade die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

In der Matrixdarstellung wird auch unmittelbar offensichtlich, daf fiir die hier be-
trachteten mit komplexen Zahlen identifizierten Matrizen die Determinante der Ma-
trix | ... | [Fischer, 1989, Abschn. 4.2.4.] dem quadrierten Betrag | ... |* der komple-
xen Zahl entspricht:

3.1.3.2 Analytische Kriterien fiir die Umkehrbarkeit

Die mittels der Differentialrechnung getroffenen Aussagen iiber die Umkehrbarkeit
von Funktionen gewinnt man aus dem Umkehrsatz [Heuser, 1990b, Satz 171.1]. Da-
nach ist eine Umgebung mit Umkehrfunktion fiir einen offenen? Definitionsbereich
einer stetig differenzierbaren Funktion um einen Punkt mit invertierbarer Ableitung
sichergestellt. Des weiteren gibt er die Ableitung der Umkehrfunktion am Bildpunkt
explizit als das Inverse der Ableitung am Urbildpunkt an. Dieser Satz garantiert

2Eine Untermenge eines reellen normierten Vektorraumes heifit offen, wenn jeder Punkt der
Menge eine Umgebung besitzt, die noch ganz in der Menge enthalten ist [Heuser, 1990b, Kap.
111]. Fiir die komplexen Zahlen C als reeller Vektorraum z.B. die Einheitskreisscheibe E = {z €
C : |z| < 1} oder die Halbebene mit positivem Realteil Creso = {z € C : Re(z) > 0}.
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die lokale Umkehrbarkeit, d.h. die Umgebung ist im allgemeinen sehr klein. Von
der lokalen Umkehrbarkeit kann keinesfalls auf die globale Umkehrbarkeit geschlos-
sen werden. Heuser [1990b, Kap. 171] gibt ein Gegenbeispiel an. Unter bestimmten
Bedingungen, z.B. Invertierbarkeit der Ableitung® im gesamten konvexen® Defini-
tionsbereich, kann die lokale Umgebung als global nachgewiesen werden [Barner
und Flohr, 1989, Kap. 14.6]. Diese Kriterien iibertragen sich, wie im letzten Ab-
schnitt 3.1.3.1, auf die komplexen Zahlen C als reeller zweidimensionaler Vektor-
raum. Der Umkehrsatz soll hier in der von Remmert [1995a, Kap. 9, §4, Abschn. 1]
angegebenen Form verwendet werden:

“Biholomorphikriterium Es sei f : D — C eine holomorphe Injektion. Dann
ist D' := f(D) ein Bereich in C, und es gilt f'(z) # 0 fiir alle z € D. Die Abbildung
f : D — D' ist biholomorph; fiir die Umkehrabbildung f~* gilt:

Y w) = fiir alle w € D' .V (3.9)

Dieser Satz setzt iiber den reinen Umkehrsatz hinausgehend voraus, daf§ die Abbil-
dung injektiv ist. Die auf Abschéitzungen beruhenden Kriterien, wie z.B. das “In-
jektivitéitslemma fiir Potenzreihen”, oder das “Approximationslemma” [Remmert,
1995a, Kap. 9, §4, Abschn. 2], weisen letztlich das Nichtverschwinden des Betrages
der Ableitung in der Umgebung eines Punktes nach, was nach Gleichung (3.8) ei-
ner nichtverschwindenden Jacobimatrix gleichkommt und somit das oben genannte
Kriterium fiir globale Invertierbarkeit ist.

Der Nachweis iiber eines der allgemeinen — Abschédtzungen verwendenden — Kri-
terien wurde fiir die hier behandelte Potenzreihe von &* versucht, ist aber nicht
gelungen. Auf die Darstellung von Beispielen zum Versagen der hinreichenden aber
nicht notwendigen Kriterien [Barner und Flohr, 1987, Kap. 1.5] wird verzichtet, da
das Versagen der Kriterien lediglich einen mathematisch exakten und eleganten Weg
verschlieft, i.a. aber nicht impliziert, daf§ die Abbildung £*(&;) nicht injektiv ist. Die
Uberpriifung der Kriterien wiirde die numerische Berechnung der zu iiberpriifen-
den Bedingung im betrachteten Bereich bedeuten. Damit wiren die Beweise zwar
gefiihrt, fiir die Anwendung aber nicht viel gewonnen. Mehr Informationen erhélt
man durch einen direkten Test des Biholomorphiekriteriums. Die Holomorphie von
£*(g;) ist mit der expliziten Angabe der Ableitung in Tabelle 3.1 erfiillt. Zu Priifen
bleibt die Injektivitiat, d.h. der Umkehralgorithmus mufl auf das Bild £*(g;) ange-
wendet das Urbild ¢; liefern. Dieser Test liefert zusétzlich Abschétzungen iiber die
numerische Genauigkeit des im néchsten Abschnitt vorgestellten Algorithmus zur

Umkehrung der Abbildung €*(&;).

3In Barner und Flohr [1989, Kap. 14.6] als Nichtverschwinden der Determinante der Jacobima-
trix vorausgesetzt, was aber dquivalent ist [Kowalsky, 1970; Heuser, 1990b, Satz 172.1].

4Eine Teilmenge eines normierten Raumes heifit konvex, wenn sie mit je zweien ihrer Punkte
auch deren gerade Verbindungsstrecke enthélt [Heuser, 1990b, Kap. 161]. D.h. z.B., daf} die Ein-
heitskreisscheibe E und die Halbebene mit positivem Realteil Cresq als Teilmengen der komplexen
Zahlen C konvex sind.
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3.1.3.3 Newton-Verfahren zur numerischen Nullstellenbestimmung

Zur numerischen Bestimmung von Nullstellen sind in der Literatur zahlreiche Ver-
fahren mit mehr oder minder guten Konvergenzeigenschaften beschrieben. Letztlich
entscheidet die Konvergenz und ihre Geschwindigkeit iiber die Brauchbarkeit ei-
nes Verfahrens im konkreten Anwendungsfall. In dem hier behandelten Fall erfiillt
das Newton-Verfahren [Heuser, 1990b, Kap. 189] alle geforderten Eigenschaften.
Dieses Verfahren spielt nicht nur als Standardminimierungsverfahren bei der Kur-
venanpassung [Leo, 1994, Kap. 4.7] in der Physik, sondern auch in der numerischen
Mathematik und Technik eine wesentliche Rolle als Basisverfahren zur Losung nicht-
linearer Gleichungssysteme [Schwetlick und Kretzschmar, 1991, Kap. 7]. Fiir mehrdi-
mensionale Probleme ist das eng verwandte Newton-Raphson-Verfahren die einzige
elementare Methode, die gut funktioniert, falls ein guter Startwert fiir die Losung
abgeschitzt werden kann [Press et al., 1992].

Fiir einen gemessenen Wert der effektiven Dielektrizitdtskonstante 7 bestimmt man
die Losung ¢ der Gleichung ¢*(¢;°) — €}, = 0. Das Newton-Verfahren ist iterativ,
d.h. beginnend mit einem Startwert & iteriert man die mit n indizierte sogenann-
te Newton-Folge DM (e!'), die fiir die Berechnung von &;(¢*) mit den in Tabelle 3.1
angegebenen Relationen lautet:

el () = e - S (aii) — (3.10)
Oe; (81 )

bis ein sogenannter Fixpunkt & erreicht ist, d.h. die Iteration von N(e) = &.
Dabei wurde das im Satz [Heuser, 1990b, Kap. 189] auftretende Inverse der Jaco-
bimatrix (9e*/0e;)~!(e") nach den Betrachtungen in Abschnitt 3.1.3.1 als das In-
verse der komplexen Zahl 1/(0e*/0¢;) eingesetzt. Damit wird auch nochmals die im
Umkehrsatz geforderte Invertierbarkeit der Jacobi-Matrix klar. Im Biholomorphie-
kriterium ergibt sich das Nichtverschwinden der Ableitung aus der Injektivitat. Bei
der Anwendung hier soll das Nichtverschwinden der Ableitung auf dem Definitions-
bereich nicht gesondert nachgepriift werden, da andernfalls das Newton-Verfahren
sowieso divergiert. Die verfolgte Strategie ist vielmehr, das Verfahren in einem Algo-
rithmus anzuwenden und das Ergebnis mit dem Ausgangswert zu vergleichen. Das
Ubereinstimmen zeigt die Injektivitit und damit auch das Nichtverschwinden der
Ableitung. Bei verschwindender Ableitung wiirde allein die Berechnung auf Rech-
nern Fehler liefern, da entweder direkt FlieBkommazahlbereichsiiberldaufe auftreten
oder das Verfahren instabil wird.

Ein Fixpunkt € der Newton-Folge ist tatsdchlich Losung der Gleichung e*(¢) —
ex, = 0, da man dann in der Gleichung fiir die Newton-Folge (3.10) ¢ auf beiden
Seiten subtrahieren kann und nach Multiplikation mit der Ableitung, die nach obiger
Diskussion ungleich Null ist, die gesuchte Relation e*(g*) — & = 0 erhélt.

Der Startwert ist nach den Rechenvorschriften nahe genug bei der Losung zu
wihlen. Viele Betrachtungen zur Wahl des Startwertes waren moglich, hier wurde
das zu invertierende Ergebnis €* als Startwert ¢ = ¢* der Newton-Folge gewiihlt.
Die Newton-Folgenabbildung bildet gemeinsam mit dem Startwert eine Rechenvor-
schrift. Absehbare Anwendungen sollten sich im Rahmen von Verhéltnissen der Di-
elektrizitdtskonstanten, die einen Faktor 10000 nicht iiberschreiten, bewegen. In
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Abschnitt 3.1.3.4 wird auf einem engmaschigen Gitter gezeigt werden, daf3 die eben
angegebene Rechenvorschrift aus Newton-Folge mit Startwert eine injektive Abbil-
dung auf dem Wertebereich der effektiven Dielektrizitdtskonstanten bilden, denn
ansonsten sollte es Ursprungswerte geben, die nicht reproduziert werden. Zu einer
gemessenen effektiven Dielektrizitdtskonstante € findet man dann eine eindeutige
Dielektrizitatskonstante € des Kerns bzw. der Bohrlochmatrix.

Zur Implementierung eines numerischen Verfahrens ist es noch notwendig, die Ab-
bruchbedingung anzugeben, d.h. wann die Iteration sich der Norm nach nicht mehr
als um einen Wert e édndert und man den Fixpunkt £ als erreicht ansieht. Bei der
im Quellcode eps2lay.c (Anhang B) implementierten Funktion epsinv wurde als
Abbruchbedingung eine relative Abweichung von weniger als der auch bei der Im-
plementierung der Potenzreihen fiir die effektive Dielektrizitédtskonstante und ihre
Ableitungen nach Tabelle 3.1 verwendeten relativen Genauigkeit in jeder Kompo-
nente verwendet. Die bei der in Anhang B vorgestellten Implementierung verwendete
Relativgenauigkeit von ¢ = 1078 entspricht einer tatsichlich erreichten Relativge-
nauigkeit von 1077, die auch der Relativgenauigkeit FLT_EPSILON ~ 1.2 x 10~7 und
den signifikanten Dezimalziffern FLT_DIG = 6 fiir einfach genaue Gleitkommazahlen
[Kernighan und Ritchie, 1990, Anhang B.11] des fiir Rechnungen im Rahmen dieser
Arbeit verwendeten Linuxsystems [S.u.S.E.; 1998; Kofler, 1995] und der Workstati-
ons mit Betriebssystem Solaris™ 2.6 entspricht. Der endlich lange MeBkondensator
wird mit einer unendlichen axialen Ausdehnung und verschwindende Randspalte
annehmenden Theorie behandelt. Die nach Abschnitt 2.1.5 verbleibende Ungenau-
igkeit der Theorie fiir einen realen Mekondensator ist in der GroBenordnung von
1 %o anzugeben, womit die Implementationsgenauigkeit in keiner Weise limitierend
ist.

3.1.3.4 Numerische Genauigkeit des Newton-Verfahrens

Wie in der vorangegangenen Diskussion schon angedeutet ist die Injektivitdt des
Verfahrens nachzuweisen. Fiir die Abmessungen einer bei Eiskernmessungen héufig
verwendeten Apparatur wurde der Bildpunkt z—a(j—a) zundchst berechnet und dann
mit dem im letzten Abschnitt beschriebenen Newton-Verfahren invertiert. Abbil-
dung 3.2 zeigt geringe relative Abweichung fiir Real- und Imaginérteil vom Aus-
gangswert und recht schnelle Konvergenz.

Zu der in Abbildung 3.2 fiir ein Radienverhéltnis von v = 0.98 vorgenommenen Be-
trachtung wurden analog fiir weitere Radienverhéltnisse zwischen v = 0.01,...,0.99
die in Tabelle 3.2 aufgelisteten Ergebnisse erhalten. Insbesondere zeigt sich, dafl
fiir Radienverhéltnisse von v > 0.2 der Fehler auf dem gesamten Gitter unter 1 %o
bleibt. Selbst fiir ein Radienverhéltnis von v = 0.01 bleibt der Fehler bei 300 %o.
Schlieft man einen relativ kleinen Bereich mit Betrdgen des Realteils von weniger
als 0.03 bei gleichzeitig einem betragsméfiigen Imaginérteil von mehr als 500 aus,
so sind selbst fiir ein Radienverhéltnis von v = 0.01 die Fehler unter 1 %o. Das sind
bei weitem ausreichende Prézisionen im Vergleich zur relativen Meflgenauigkeit in
der praktischen Anwendung. Damit ist die Injektivitdt der Abbildung i—a(j—;) auf
einem engmaschigen Gitter, das den technisch sinnvoll mefibaren Anwendungsbe-
reich beinhaltet, fiir den Umkehralgorithmus mit dem Mefwert % als Startwert der

o7



“IeqIDI[OdI0NUT NJRISUONISNeIY) Iop sne S1NOPUID JST [9)IRUISRU] WOPUIPUILMIDSIOA JIUIL [[B] 9SIIYDIM Io(] I9TDIS Somuly
UoSUNUPIOULGOIX) Ioqn SUN[[P)SIR(] SULWLF[[R ISTDI[SQU oUID US[[9)S USSYDY SYISIIUILIRGOT "JURASDI () > AWJEH pun 1 < ﬂlwvmm 1w YoteIey Iop
INU JST S0 PUN USPIom Usyesas (!2),3 WOA SUNIYSYUI[) SIP S[R [YoNe [[8] U9SSIp INJ Sunpiqqy oIp uuey ‘st J[[1Jos T = ¥3 0T JTW JYDIYDSIDIOS] oIp
myereddy UO[BOI 10D 10 B([ "2 = 3 UOA [OXULMUOPOIP[O[H WOUI® I ‘WIW §G UOA IOSSOUIIDINPUIONSIH UOUID PUIL W ()] UOA IOSSOUYDINPUIPOIFNI[H
ule "'z OS[e ‘Q() = @ SIUI[RISAULIPRY SBD UepINM 17}9S93Uly ‘(i) Ue))LIYDSSUOIIRI)] USIUaM AIR[DI UI 1S[0JIe }Iempre)q s[e pyundplrg wep
)W SUSIURJIOA UOIMAN SOP ZUSSISAUOY OI(] "I[[0IS9SIRD USIRJISA-U0JMIN WP JIWI S9)IOMPIIE SOP UOISISAU] UDeRU (i() S[9}IRUISRW] Sop pun
(1e) -[eay] sop SuNYPIeMqY SAIJR[I SU30Z0( JIeMS3URISNY TSP Jne oIp opinm Imjereddeplepur)g U9)opULMIsA SYNRY IoUlD USSUNSSOWY OIp 11

myereddeprepue)q oulo INj SUSIYRIIOAUOIMON SOP US)JRYISUSSIOSUOISIOAU] 7€ SUNPIqqy

v L e, e,
('3/%3)°y ('3/'3)9y ('3/'3)9y
0000 000L  00L  OT T TO 100 1000 10000 0000L 000L 00L  OI I T0 100 T000 L0000 0000 000L 00 O I T0 100 T000 L0000
T o1~ al- — 00001~ ) . . . . . . £ poL- eI — 000014 . I
€ 7T o1 0001-4 1 0001-4 1
. P1- +— P1- +—
E 001~ 0014 001~ 001-4 001~
¢ -
E o1 e +—— 01-+4 e —— 01-+4 o1-
9 |
El- = = -
LT [ — [ —
g E 11 T0+ T0+ o1~
E 7ol 1= 1070~ 11- 10°0-4 zo1-
E €91~ 100°0-4 1000 €31~
— gl —_
=] o1- = o1- =]
o t $-o1- 10000~ . T . T Zon 100007 T T o1~
~ oL < 10000 : : : : < 10000 : : !
& 6 < 6 "
_ _ _
E €1 100°0 3 1000 3 €91
Ezor s 100 4 g 100 4 [l
E 11 10 3 T'0 3 o1
A A
F1 13 14 1
E o1 9 o1 4 9 o1 4 ot
F 001 001 3 001 001 3 00T
e <
€1 0001 4 €1 0001 4 €1
Te L v 00001 . : . . . . . F Pl s 00001 3 o1
# 00001 000L 00T  OT T 0 100 1000 10000 vOT 0000L 000L 00T 0L T TO 100 1000 L0000 vOT 00001 000L 00T 0L T 0 100 1000 10000

SUDIEJId A -UOIMIN] SOP UdUOLRId)] :D s[ayreuIdew] sap SunyPromqy aAneRI q S[1a}[eay Sap SunPromqy dAnE[aI (e

58



Tabelle 3.2: Maximale relative Abweichungen und Anzahl der Iterationen bis zur
Konvergenz des Newton-Algorithmus fiir verschiedene Radienverhéltnisse

Maximale relative Abweichung Fiir verschiedene Radienverhéltnisse v und den

und Anzahl der Tterationen festen MeBelektrodenwinkel § = £ ist die ma-
; hied Gitt ximale relative Abweichung in Real- und Ima-
aul versehiedenen itteri ginérteil ¢ in %o und die Anzahl der benétig-
otd - oH ten Iterationen bis zum Erreichen der Ab-
[%%0] # [%0] bruchbedingung des Newton-Verfahrens # bei

0.01 336.70 3 0.0508 der Riickrechnung der Werte (&) zu £t

0.02 72.75 41 0.2015

angegeben. Mit [J bezeichnete Groéflen bezie-
hen sich auf ein Gitter mit einer Schrittwei-

0.05 10.75 39 0.1713 te von 0.01, jeweils im Bereich von +4 fiir
0.10 3.03 37 0.0082 die Eingangsgrofle der dekadisch logarithmi-
0.20 0.69 35 0.0023 schen Achsen. Real- und Imaginérteil des in

Gleichung (3.3) explizit berechneten Dielektri-
0-30 0.32 33 0.0009 zitéitSkonst;nte)nverhéiltnisses wurden mit Be-
0.40 0.24 32 0.0007 trédgen zwischen 0.0001,...,10000 berechnet.
0.50 0.19 31 0.0005 Unter Nichtberiicksichtigung des rechteckigen
0.60 0.18 30 0.0008 Bereichs mit der schlechtesten Reproduzierbar-
0.70 0.15 29 0.0220 keit, durch den in etwa diagonal die Grenze

der maximalen relativen Abweichung von etwa
0.80 0-13 28 0.0148 1 %o fiir ein Radienverhéltnis von v = 0.01 hin-
0.89 0.12 26 0.0032 durchverlduft wurde auf demselben Gitter die
0.90 0.13 26 0.0052 mit B bezeichnete Grofie berechnet. Der nicht
0.95 0.10 24 0.0031 beriicksichtigte rechteckige Bereich fiir das Ge-
0.98 0.09 21 0.0014 biet mit gleichzeitig kleinerem Realteil als 0.03
0.99 0.12 19 0.0005 und groBerem Betrag des Imaginérteil als 500

ist immer noch klein.

Newton-Iteration MN(e!"/e,) verifiziert. Im Rahmen der fiir die Anwendung ausrei-
chenden numerischen Genauigkeit ist der Fixpunkt der Newtonfolge £ /e, identisch
mit dem Ausgangswert &;/¢e,.

Damit ist das Biholomorphikriterium erfiillt und die Anwendung der Aussage iiber
die Ableitung der Umkehrfunktion (3.9) liefert die besonders fiir die Fehlerrechnung
benotigten Aussagen iiber die Ableitung der Umkehrfunktion nach den sie parame-
trisierenden Groflen.

3.1.4 Ableitungen der Umkehrfunktion

Zur besseren Ubersichtlichkeit sei von nun an e, wieder als Variable und nicht mehr
als Skalenparameter angesehen. Betrachtungen finden nun in der bei einer Mef3-
anwendung bendtigten Form mit den Groflen €* und g; statt, nicht mehr in den
auf den Skalenparameter bezogenen Gréfien ;—; bzw. i Mit der Bereitstellung der
Umkehrfunktion {iber das Newton-Verfahren und Sicherstellung der Injektivitat der

Urfunktion, also der Erfiillung des Biholomorphikriteriums (3.9), ist die Ableitung
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der Umkehrfunktion am Bildpunkt ebenfalls als das Inverse der Ableitung der Ur-
funktion am Urbildpunkt gegeben.

Fiir einen gemessenen Bildpunkt €7 mit durch die Umkehrfunktion eindeutig zuge-
wiesenem Urbildpunkt als Fixpunkt der Newtonfolge & = (¢*)7!(&%,) ist bei einer
Fehlerrechnung die differentielle Abhéngigkeit des berechneten Urbildpunktes . von
den Apparaturparametern w = v, £, e, und dem gemessenen Bildpunkt € gesucht.
Die Ableitung nach dem Mefiwert ergibt sich nach dem Biholomorphikriterium (3.9)
unter Beriicksichtigung, dafl e*(e) = &k

0e*  Oe O(e*)1 1
S o . (3.11)
Oer, 0% |._.. O | e~
m m 861 ai:E‘X

i

Fiir die praktische Berechnung wird aus einem MeBwert ¢ mit dem Newton-
Verfahren der Fixpunkt € bestimmt und die gesuchte Ableitung als Kehrwert der
€

Ableitung der als Potenzreihe vorhandenen Funktion %—; an der Stelle £ berechnet.

Diese Relation benutzt man ebenfalls zur Bestimmung der Ableitung an der Fix-
punktstelle nach den oben mit w allgemein bezeichneten Apparaturparametern. Die
Funktion &* enthélt implizit alle Abhéngigkeiten von den Apparaturparametern.
D.h. die Ableitung der gemessenen Dielektrizitdtskonstante €; an der Fixpunktstelle
berechnet sich nach der Kettenregel [Remmert, 1995a, Kap. 1, §3, Abschn. 1]:

def _ O
ow  Ow

0=
ow

* — ok
e*=¢f,

B 8(8*)_1
Oe*

Lo
ow

(3.12)

X 86*
1 Og;
&€

£=eX

* — ok —
e*=e}, gi=¢ ;

=
Also sind insgesamt alle gesuchten Ableitungen der Umkehrfunktion aus den am
Urbildpunkt € ausgewerteten Potenzreihen der Ableitungen von £* zu bestimmen.

Die in Anhang B im Quellcode von eps2lay.c implementierte Funktion epsinv be-
rechnet im Anschlufl an die Umkehrung mit dem Newton-Verfahren die Ableitungen
der Umkehrfunktion nach den eben abgeleiteten Relationen aus den Potenzreihen
der Ableitungen der effektiven Dielektrizitdtskonstanten. Damit sind nun alle Funk-
tionen fiir die Auswertung einer Messung implementiert.

3.2 Dimensionierung und Fehlerrechnung einer
Eiskernmeflapparatur

Die wesentlichen Randbedingungen fiir eine feldtaugliche EiskernmeBapparatur sind
technischer Natur. Eine Fehlerrechnung schétzt fiir eine vorgegebene Mefsituation
die Genauigkeit der Eingangsgréfien ab und betrachtet ihre Auswirkung auf das
MefBergebnis. D.h. eine Meflapparatur ist unter gegebenen Randbedingungen auf
einen moglichst geringen Fehler des Mefergebnisses hin zu optimieren. Dazu ist es
notwendig, den Beitrag der Eingangsfehler abzuschétzen und diese Fehlerquellen
moglichst zu minimieren. Bei der Ableitung der Theorie wurden bereits Annahmen
iiber die Bauform des Meflkondensators gemacht und in seiner Grundform folgt er
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Abbildung 2.1 mit der Koordinatenfestlegung. Um fiir die vorgegebene Bauform die
Fehlerabhéngigkeiten zu identifizieren und nach Moglichkeit zu minimieren werden
die einzelnen Abmessungen in ihrer beim Bau einer Apparatur auftretenden logi-
schen Reihenfolge betrachtet. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Verbesserung
der Meflgenauigkeit zerstorungsfreier dielektrischer Messungen an Eisbohrkernen.
Eine Verbesserung ist im Vergleich zu fritheren Arbeiten zu diskutieren. Wilhelms
et al. [1998] geben bei hohen Frequenzen eine Genauigkeit von Ae = 4.5 % fiir die
relative Dielektrizititskonstante ¢ und Ao = 815 % fiir die Leitfahigkeit o an.
Eine verbesserte Apparatur sollte diese Fehler drastisch reduzieren, so dafl bei der
Dimensionierung Fehler in der Grolenordnung von 1 % als Richtschnur genommen
werden. Eine Fehlerrechnung unterscheidet verschiedene Fehlerarten, die in der fol-
genden vorangeschickten Betrachtung kurz eingefithrt und in ihren Eigenschaften
diskutiert werden, bevor die eigentlichen Detailbetrachtungen zur Apparatur folgen.

3.2.1 Fehler und ihre Fortpflanzung bei komplexen Groéflen

Bei einer Fehlerrechnung unterscheidet man systematische und statistische Fehler.
Systematische Fehler sind z.B. die Genauigkeit von Kalibrierungstandards, Null-
punkte oder das Linearitédtsverhalten eines Mefigerites. Sie reduzieren sich nicht
durch mehrmalige Messung, da alle Mefiwerte den gleichen Fehler teilen und deswe-
gen im statistischen Sinn nicht voneinander unabhéngig sind. Bei statistischen Feh-
lern kann man den Fehler durch mehrmalige Messung und Mittelung verkleinern,
da er aus einem statistischen Rauschen mit zu hohen und zu niedrigen Messwerten
entsteht [Barlow, 1989, Abschn. 4.4]. Statistische Fehler reduzieren sich nach dem
V/N-Gesetz mit der Anzahl der Messungen N. Zur Halbierung des Fehlers sind also
viermal so viele Messungen nétig [Barlow, 1989, Abschn. 4.2.1].

Es gibt keine Standardmethode systematische Fehler aufzufinden. Oft ist die ein-
zige Moglichkeit der Vermeidung systematischer Fehler ein sorgfiltiger Umgang
mit allen Fehlerquellen. Aus diesem Grund werden systematische Fehler mitunter
tiberschitzt [Barlow, 1989, Abschn. 4.4.1]. Fiir die hier verwendeten Mefbriicken
der Firma Hewlett Packard ist der nach Spezifikation berechnete Fehler [HPLCR,
1988; HPDTF, 1989] eine Groflenordnung grofler, als die tatsdchlich bei der Ver-
messung einer theoretisch berechneten Kapazitit gefundene Abweichung [Wilhelms,
1996, Abschn. 2.3.4.2]. Apparatur- und theorieinherente Fehler sind ihrer Definiti-
on nach systematisch, da sie sich nicht durch Wiederholungsmessungen reduzieren
lassen.

Allgemein soll in der folgenden Betrachtung der systematische Fehler einer Grofie
X, angelehnt an die Bezeichnungsweise in Barlow [1989, Abschn. 4.4.2], mit ASX
(engl. systematic) und der statistische Fehler mit ARX (engl. random) bezeichnet
werden. Der Gesamtfehler (AX)? = (ARX)2 + (ASX)? einer Grofie X berechnet
sich aus der quadratischen Addition beider Fehler [Barlow, 1989, Abschn. 4.4.2].

Sobald systematische Fehler identifiziert und quantifiziert sind, ist ihre Behand-
lung vergleichsweise unproblematisch. Da im Gegensatz zu rein statistischen Feh-
lern Mefigréflen einen gemeinsamen systematischen Fehler teilen koénnen, tritt an
die Stelle des Gauflschen Fehlerfortpflanzungsgesetzes, das lediglich einen teilweisen
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gegenseitigen statistischen Ausgleich von Fehlern beriicksichtigt [Westphal, 1966,
Abschn. B.11], die im folgenden kurz zusammengefafite Betrachtung mit Kovarianz-
matrizen [Barlow, 1989, Abschn. 4.3.4].

In der Mefstatistik betrachtet man die Erwartungswerte (X) zufallsverteilter
Grofen X. Fir die MeBauswertung setzt man fiir den Erwartungswert (X) ei-
ner mit einer Stichprobe {z1,...,x,} abgeschitzten MefigroBe X den Schétzwert
(X)~ 15"  z; ein. Die Kovarianz €xy zweier GréBen X und Y definiert man als

den Ervr:/artungswert Cxy = (X — (X))(Y — (Y))). Die Abschitzung der Kovari-
anz €yy aus einer Stichprobe von Tupeln {(x1,41), ..., (s, y,)} der Grofen X und
Y erhélt man aus der empirischen Kovarianz €xy ~ ﬁ Yo (@ — (X)) (v — (Y))
[Storch und Zwiers, 1999; Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn. 5.2.2.2], wobei
(X) und (Y) in dieser Formel die Schétzwerte bezeichnen. Die bereits eingefiihrten

Fehler oder auch Standardabweichungen AX = /Cxx der GroBle X sind die Qua-
dratwurzeln der Varianz €y y. Mit diesen Groéflen definiert man den sogenannten

dimensionslosen Korrelationskoeffizienten R(X,Y) = z29= der Grofien X und Y.
Betrachtet man nun eine vektorwertige Funktion (fi,..., f,,) eines Eingangsvek-
tors (z1,...,x,), d.h. von Eintrdgen x; (j = 1,...,n) abhéngige Komponenten f;
(1t =1,...,m), so lassen sich die Kovarianzen der Komponenten der Bildfunktion
Cpy (4,5 = 1,...,m) aus den Kovarianzen der Komponenten der Eingangsvaria-
blen €,,,, (I,k = 1,...,n) bestimmen. Einen iibersichtlichen Formalismus erhalt

man durch Anordnung der eben definierten Kovarianzen als Elemente einer symme-
trischen n x n-Matrix, der sogenannten Kovarianzmatrix:

Cxixzqy - Cxian
Q]($17___7xn) = (Q:mlmk)ll;Lm,n = . (313)

Crpaq o Cxpap

Die Symmetrie, also die Invarianz M = M unter Transposition [Fischer, 1989, Def.
2.4.2 & 6.1.7], ergibt sich aus der Symmetrie der Kovarianz €xy = €y yx. Die Ko-
varianz der Komponenten der Bildfunktion bestimmt Barlow [1989, Abschn. 4.3.4]
durch Auswertung der Kovarianz auf den Taylorentwicklungen der Komponenten

und erhdlt Cpp =370 >0 gi ’ %QW%. Verwendet man die Jacobimatrizen

dfi o "
‘ﬁfl,...,fm)(xh cee wxn) = (al'l . = (314)
=1,..., n %anm %‘gfcys

zur abkiirzenden und geschlossenen Schreibweise, so erhélt man fiir die Kovarianz-
matrix Uy, . 1) der Komponenten der vektorwertigen Funktion:

Bisrt) =T V(o a0 T mit J = x7(f1,...,fm)(xla Cey ) (3.15)
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Die nichtverschwindende Kovarianz bei Betrachtung einer komplexen Funktion zeigt,
daBl Real- und Imaginérteil im allgemeinen nicht unabhéngig sind. Zur Durchfiithrung
der Fehlerrechnung bei der Bestimmung der Eiskerneigenschaften £ aus den Mef3-
grofen ef war mit Gleichung (3.12) in Abschnitt 3.1.4 bereits eine Rechenvorschrift
fiir die bendtigten Ableitungen 0s; /0w der Eiskerneigenschaften £ nach den Ap-
paraturparametern w angegeben worden. Die Apparaturparameter w € {e,,§,v}
sind voneinander unabhéngig, d.h. die Fehlerabhingigkeit der dielektrischen Eis-
kerneigenschaften ¢ kann fiir jede Grofe einzeln betrachtet und anschlieend die
Kovarianzmatrizen aufsummiert werden. Allgemein berechnet die Fehlerfortpflan-
zung der Kovarianzmatrix eines komplexwertigen Parameters w = Re(w) +ilm(w),
mit der in Abschnitt 3.1.3.1 angegebenen Darstellung einer komplexen Ableitung
0e JOw als Jacobimatrix (3.7) den Fehlerbeitrag zum Fehler der komplexwertigen

Eiskerndielektrizitétskonstanten & = Re(e]) +ilm(e]) = ¢ —ig]” zu:

< x x < x X
Re(e” )Re(e! Re(e” )Im(e!
m(e'x/77€'><//) — m(Re(E-X),Im(s?()) = ( e(gl ) e(gl ) e(gl ) (61 ) ) g

¢ ¢
Im(e )Re(e]) Im (e, )Im(e)

(3.16)
8eX 8eX 8eX 8eX
— Re( (’hlu ) —Im( (’hlu ) o < Q’Re(uz)Re(w) Q’Re(w)lm(w) ) o Re( allu ) Im( gllu )
- 8eX Oe! 8eX 8eX :
Im( gllu ) Re( (,hlu ) CRe(w)lm(w) CIm(w)Im(w) —Im( (’hlu ) Re( (’hlu )

Nach Auswertung des Matrizenproduktes liest man die Relationen fiir die Fehler
ab®:

X

() = Cuermetry = ~2Rel o) () Cpupuen +
+ (Re(aag—g)f CRe(w)Re(w) + (Im(a;—i))z Chm(w)Im(w) 5 (3.17)
(As")” = Chn(X)mm(er) = QRG(%) Im(%&g ) Cre(uw)im(w) +
+ <Re(88€—5))2 i (w)Im(w) + <Im(a;—qj)>2 CRe(w)Re(w) und (3.18)
_Q:Eix’eix” - Q:Re(six)hn(six) = ((Re(%i ))2 - (Im(%)Y) CRe(w)Im(w) +
+ Re(aaii: ) Im(a;—li) (CRe(w)Re(w) — Cim(w)im(w)) - (3.19)
Fiir die rein reellen Parameter w € R mit einem Fehler (Aw)® = Cre(uw)Re(w):

wie z.B. der MeBelektrodenbegrenzungswinkel ¢ und das Radienverhaltnis wv,
reduzieren sich die Fehlerbeitrdge zum Real- bzw. Imaginérteil von & auf
die bereits mit der Gauflschen Fehlerfortpflanzung beriicksichtigten Beitréige

5Das negative Vorzeichen der Kovarianz fiir die Darstellung mit dem Negativen des Imaginirteils

e" ergibt sich aus der Fortpflanzung der Kovarianzmatrix D (Re(eX ) 1m(ex)) Wit der Jacobima-

1

trix der komplexen Konjugationsabbildung J x, . ,,)(Re(eix), Im(g)) = ( Lo ): DVx oxmy =

0o
( 1 0 ) ° CRc(aiX)Rc(aiX) CR,c(EiX)Im(EiX) ° ( 1 0 ) — CRc(aiX)Rc(aiX) 7¢R,c(zi>< )m(e) .
ot LrR,c(aiX)Im(aiX) LrIm(aiX)Im(aiX) ot 7QRc(ai>< )m(e) QIm(aiX )m(e)
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(Agf")? = (Re(0g) Jow))? (Aw)? bzw. (Agl")? = (Im(9g]/0w))* (Aw)?, da
die Kovarianz €re(uw)mw) = 0 und der Fehler des Imaginirteils (Alm(w))? =
Cim(w)imw) = 0 verschwinden. Die nichtverschwindende Kovarianz € x, x, =

—Re(9e /Ow) Im(de; /Ow) (Aw)? des Real- und Imaginirteils von & beruht auf
dem von beiden Komponenten geteilten Fehler Aw des Parameters w.

Die vorangegangene Betrachtung illustriert die Notwendigkeit einer umfassenden,
die Abhéngigkeiten zwischen den Komponenten der Dielektrizitdtskonstanten e
beriicksichtigenden Fehlerbetrachtung, da Real- und Imaginérteil von gemeinsamen
Fehlern abhéngen. Die Kompenenten einer komplexen Gréfle sind im statistischen
Sinn also nicht voneinander unabhéingig. Allgemein reduziert oder vergroflert die
Berticksichtigung der Kovarianz den Fehler teilweise drastisch, je nachdem welche
Relationen aus den Gréflen gebildet werden.

Bei der Eiskernmeflapparatur ist die Isolierschicht mit Luft gefiillt, so dafl auch
die Dielektrizitiatskonstante der Isolierschicht e, reell ist. Die Fehlerabhéngigkeiten
sind entsprechend der vorangegangen Betrachtung implementiert, so dal auch ande-
re Isolierschichtmaterialien behandelt werden. Relevant werden die Betrachtungen
bei der in Abschnitt 3.2.7 diskutierten Eichung der Apparatur und Bestimmung der
Eiskernparameter ¢ aus den MeBgrofien € . Die Funktionen fiir die Fehlerfortpflan-
zung komplexwertiger Funktionen sind im Quellcode cerror.c (Anhang B) imple-
mentiert. Die Fortpflanzung erfolgt mit einer Implementation von Gleichung (3.15).
Diese greift auf eine Funktion zur Uberfithrung der komplexwertigen Funktions-
ableitung in die gleichwertige Jacobimatrixdarstellung nach Gleichung (3.7) zurtick.
Funktionen zur Ausfithrung algebraischer Operationen mit den 2 x 2-Matrizen findet
man ebenfalls in cerror.c.

3.2.2 Elektrodenhalbschalen

Die Lénge und die Randspalte der Schutzelektrode wurden bereits in Abschnitt 2.1.5
diskutiert. Bei der Dimensionierung der hier beschriebenen Apparatur waren die
theoretischen Betrachtungen noch nicht vorgenommen, so dafl konservativ die Léinge
von 700 mm gewé#hlt wurde. Diese Liange war die bei der Verwendung von Stan-
dardpackkisten maximal mogliche. Die Spaltbreite von weniger als 5 mm, d.h. einen
Schutzelektrodenbegrenzungswinkel von ¢ < 0.05 rad bei einem Elektrodenradius
von a = 50 mm wird durch die Maximalbreite eines Kreissdgeschnitts beim Zertren-
nen der Rohre bestimmt.

Der Unterschied zu fritheren Apparaturen ist hier die Verwendung eines in einem
festen Rahmen montierten Elektrodenpaars. Wilhelms et al. [1998] verwendeten eine
direkte Verkabelung und bewegten die Mef3- bzw. Schutzelektrode auf Schienen ent-
lang der Gegenelektrode, in der der Kern ruhte. Dadurch wurden unbekannte Streu-
kapazitdten im Vergleich zu fritheren Apparaturen [Moore und Maeno, 1991; Wolff
et al., 1995] verkleinert. Diese fritheren Apparaturen verwendeten Relais zum Be-
schalten der aus einzelnen Segmenten aufgebauten Elektrode. Die Streukapazititen
durch Kabeldeformation beim Bewegen der Elektrode verblieben auch bei der von
Wilhelms et al. [1998] beschriebenen Apparatur. Die fest montierten Elektroden
gemeinsam mit der Verwendung der OriginalanschluSlkabel HP 16048E (4 m lang)

64



bzw. HP16048D (2 m lang) [Honda, 1989] zu den Mefibriicken HP4284A [HPLCR,
1994] bzw. HP4285A [HPLCR, 1996] minimieren die Streukapazitéiten durch Kabel-
deformation wéihrend der Messung. Fest montierte Elektroden erlauben auflerdem
die in Abschnitt 3.2.7 beschriebene Eichung. Anstatt der Elektrode mufl bei diesem
Apparaturaufbau der Eiskern bewegt werden. Die Bewegung des Eiskerns 16st man
technisch durch die Aufhéngung in einer diinnen Plastikfolie, deren Einflufy aber bei
der hier gew#hlten Apparatur, wie in Abschnitt 3.2.6 diskutiert, vernachlassigbar
ist. Die Theorie erfordert eine exakte Positionierung des Eiskerns in der Mitte der
Apparatur. Die Fehler in der Positionierung kénnen als Radienfehler abschéitzend
behandelt werden. Bei hochfrequenten Messungen ist der Radienfehler des Eiskerns
nicht fithrend, da die Dielektrizitdtskonstante von Eis und Luft sich nur um Bruch-
teile einer Grofenordnung unterscheiden. Deshalb kann bei hochfrequenten Messun-
gen der Fehler des Eiskernradius grofiziigig geschétzt werden. Bei niederfrequenten
Messungen wird der Radienfehler fithrend und eine hochgenaue Positionierung des
Eiskerns im MefSkondensator wird erforderlich, um die verbleibenden Luftspalte mit
der um Groflenordnungen kleineren Dielektrizitatskonstanten von Luft im Vergleich
zu Eis fiir die Korrektur mit der Theorie méglichst genau zu definieren.

Fiir die Apparatur mit oben genannten Abmessungen und einem im unmittelbar fol-
genden Abschnitt diskutierten MeBelektrodenwinkel von ¢g = 108°, also einem Mef3-
elektrodenbegrenzungswinkel § = £, berechnet man mit dem in Abschnitt 2.1.4 vor-
gestellten Programm aircap.c (Anhang B) fiir eine Mefelektrodenlénge 1 = 10 mm
eine Leerkapazitit Cy = 63.45 fF £+ 1.5 %o und fiir eine MeBelektrodenldnge von
1 = 100 mm eine Leerkapazitat von 634.5 fF+1.5 %o. Beide Berechnungen wurden mit
einer dem Programm vorgegebenen numerischen Fehlerschranke von weniger als 1 %o
und iiber 11 Perioden der Summe durchgefiihrt, so daf§ die im Programm implemen-
tierten numerischen Fehlerabschétzungen das Ergebnis als verldlich klassifizieren.
Die angegebene relative Fehlerschranke ist als Abweichung des angegebenen Wertes
von der theoretischen Leerkapazitét eines unendlich ausgedehnten Kondensators oh-
ne Randspalte mit einer Leerkapazitat pro Meflelektrodenldnge von ﬁ = 6.337 %
berechnet.

Fehler aus der Vernachlissigung der Randspalte und der endlichen Ausdehnung
des Meflkondensators sind mit den berechneten ASC§®/Cg° = 1.5 %0 Abweichung
fast eine GroBenordnung kleiner als die als Richtschnur vorgegebene Fehlerschranke
von 1 %. Der Fehler der Leerkapazitéit wird bei der in Abschnitt 3.2.7 diskutierten
Eichung bei der Berechnung des Eichstandards beriicksichtigt, geht also auch direkt
in die Fehlerrechnung ein.

3.2.3 MeBelektrodenwinkel und Oberflachenstrome

Der Meflelektrodenwinkel ¢y = 108° war bereits bei den ersten ungeschiitzten DEP-
Apparaturen [Moore und Paren, 1987; Moore et al., 1989] gewihlt worden. Er wurde
bei der weiterentwickelten geschiitzten Apparatur [Wilhelms et al., 1998] beibehal-
ten. Zur Erzielung einer moglichst grofien Leerkapazitdt C§° ist der Mefelektroden-
winkel grofl zu dimensionieren. Konkurrierend dazu ist die Vermeidung von Ober-
flachenstromen, die einen moglichst senkrechten Felddurchtritt verlangt. Der in den
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berechneten Beispielpotentialverteilungen in Abschnitt 2.3.5 gezeigte Feldlinienver-
lauf illustriert die bevorzugte Wahl eines kleinen Mefelektrodenwinkels zur Gewéhr-
leistung eines moglichst senkrechten Felddurchtritts durch die Eiskernoberflache.

Das Phénomen von Oberflichenstromen wurde in der Literatur ausfiihrlich disku-
tiert, da frithe Messungen besonders im niederfrequenten Bereich bei Temperatu-
ren um —10 °C durch Oberflichenstrome dominiert waren [Bullemer und Riehl,
1966; Bullemer et al., 1969; Camp et al., 1969; Jaccard, 1966; Maeno, 1973; Maeno
und Nishimura, 1978]. Petrenko [1993] hélt fest, dafl Schutzelektroden eine geeig-
nete Mafinahme zur Verhinderung des Eintretens von Oberflichenstromen in den
Mefkreis sind. Wilhelms [1996, Abschn. 2.2.2] erweitert das Prinzip im allgemeinen
Fall auf einen moglichst senkrechten Durchtritt des Feldes durch die Probenober-
fliche, da Ladungstriager nur entlang von Feldlinien bewegt werden koénnen. Bei
senkrechtem Felddurchtritt durch die Oberfliche konnen wegen des Fehlens ober-
flachenparalleler Feldstdrkekomponenten keine Oberflichenstrome auftreten. In die-
sem Abschnitt diskutierte Oberflichenstrome bezeichnen Stréme an der Eiskern-
oberfldche. Bei Behandlung von Einkristallen ist die Kristalloberfliche gleichzeitig
die Probenoberfliche und die Bezeichnung Oberflachenstrom ist eindeutig. Die in
einem polykristallinen Medium an der Oberfliche von Kristallen evtl. flieBenden
Strome werden an dieser Stelle nicht betrachtet, vielmehr wird der Eiskern fiir die
Messung als homogenes isotropes Medium betrachtet.

Mit einem fiir einen speziellen MeBlaufbau aus Abbildung 6 in Camp et al. [1969]
abgeschétzten Verhéltnis von 0.2 zwischen Oberflichen- und Volumenleitwert wur-
de von Wilhelms et al. [1998] gemeinsam mit einem Verhéltnis von Tangential- zu
Radialkomponente des elektrischen Feldes von weniger als 0.03 der Einflufl von Ober-
flachenstrémen zu weniger als 1 % diskutiert. Diese Diskussion wurde mit einer einfa-
chen, keinen Luftspalt zwischen Eiskern und Elektrode beriicksichtigenden, Theorie
gefiihrt [Wilhelms, 1996, Abschn. 2.3.3]. Mit der in Abschnitt 2.3 eingefiihrten Theo-
rie einer Messung mit Isolierschicht stehen die Potentialverteilung und damit die
Feldstéarken im gesamten Elektrodeninnenraum zur Verfiigung. Aus der von Petrenko
[1994, Abb. 13] reproduzierten Abbildung einer Arbeit von Caranti und Illingworth
[1983] konnen die Zahlenwerte von elektrischer Oberflichen- (0g) und Volumen-
leitfahigkeit (op) fiir hohe (> 10 kHz) Frequenzen entnommen und ihr Verhéltnis zu
os/op ~ 1.4x1077S/1.9x107° Sm~! < 8x 1073 m abgeschiitzt werden. Fiir niedrige
Frequenzen unter 100 Hz ergibt sich og/op ~ 1x107%5/3.2x 1078 Sm~! < 0.32 m.
Die eben angegebenen Zahlenwerte gelten fiir —10 °C und stellen eine obere
Abschétzung fiir die mit der Temperatur wachsende Oberflichenleitfahigkeit dar,
denn weder die Messung noch die Lagerung von polarem Eis sollte oberhalb von
—10 °C erfolgen, da die dielektrischen Eigenschaften irreversibel verdndert werden
[Reynolds, 1985].

Das Verhiltnis von Oberflachen- zu Volumenleitfahigkeit Z—z ist Ausgangspunkt fiir
die Abschéitzung des Verhéltnisses von die Messung stérendem Oberflichenstrom Ig
bezogen auf die MeBgréfie Volumenstrom Ig. Die Strome im Eiskern werden {iber die
Elektroden des Kondensators influenziert und entsprechen deshalb dem Strom im
MeBkreis der Briicke. Der senkrecht durch die Eiskernoberflache hindurchtretende
Strom ist der Volumenstrom Ig. Der Oberflaichenstrom Ig ist der mittlere parallel
zur Eiskernoberfliche flieBende Strom. Den auf der Oberfliche zu betrachtenden

Bereich definiert man als den iiber Feldlinien korrespondierenden Bereich, wie er in
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Abschnitt 2.2.6 fiir die Potentialmittelung im Plattenkondensatormodell betrachtet
wurde. Bei der Anwendung des Modells fiir zwei Schichten in Abschnitt 2.3.6.1 wur-
de ein {iber Feldlinien zum MefBelektrodenbegrenzungswinkel ¢ korrespondierender
Winkel auf der Eiskernoberfliche &, (beim Radius b) eingefiihrt und die Routinen in
sup2lay.c (Anhang B) und theo2lay.c (Anhang B) zur Berechnung bereitgestellt.

Wegen der Spiegelsymmetrie der Anordnung an der y-Achse, d.h. um einen Winkel

™

¢ = 7 ist es ausreichend, die Betrachtungen im Intervall [§;, 5] durchzufiihren. Den
Strom senkrecht in den Eiskern Iy berechnet man als Oberflichenintegral iiber die
Stromdichte j = op E,é, . Fihrt man die Integration in z-Achsenrichtung iiber
die Meflelektrodenlénge 1 aus und verwendet die Definition der Flufifunktion nach
Gleichung (2.44), so ergibt sich:

&b &b
0

IB:/UBEP(SDI)ldeDIZUB/ —®(p, ¢)

\Il(b7 éb)
op' '

l1bdy' = op
o'=b i<0

(3.20)

s

(ME
[

Die Flufunktion ist wegen der Stetigkeit der elektrischen FluBdichte D in ihrer
Definition stetig in der Grenzflache, d.h. die berechnete Stromdichte héngt nicht von
ihrer Auswertung im Eiskern- oder Isolierschichtbereich ab, weshalb die Indizierung
nach dem Bereich U2 weggelassen wird.

Die Definition der Oberflachenstromdichte nimmt eine unendlich diinne Oberfliche
an, d.h. die Einheit der Oberflachenstromdichte ist [ﬂ = %. Der Strom Ig berech-
net sich hier als Integral entlang der seitlichen Berandungsflache der Meflelektrode,
d.h. wegen der nicht in Richtung der Zylinderachse variierenden Feldstérke berech-
net sich der Strom Ig als Produkt der integral gemittelten Feldstéirke E_q, und der
Mefelektrodenldnge 1. Den integralen Mittelwert definiert man analog zum integra-
len Mittelwert der Potentialverteilung im i-ten Bereich ®i in Gleichung (2.57). Die
tangentiale Feldstdrkenkomponente berechnet man als Gradient der Potentialfunk-
tion, analog zu den Stetigkeitsforderungen bei der Ableitung der Potentialfunktion
nach Gleichung (2.31). Dies zeigt insbesondere, daff die Feldstérke stetig ist und die

Indizierung nach Bereichen E;/ * weggelassen werden kann:

&
—_— 0'51 /1 8 ’
Is=0glE, = - —P(b,
S silfy s b Oy (0,¢)

(VB

Bei der Auswertung des Integrals wurde benutzt, dafl das Integral iiber die par-
tiell differenzierte Funktion wieder die Funktion an den Integrationsgrenzen lie-
fert. Die Auswertung als Stammfunktion vereinfacht einerseits die Berechnung,
da sie in theo2lay.c (Anhang B) implementiert wurde, liefert andererseits die
physikalische Interpretation. Die gemittelte Felstérke E—¢ ist die Spannungsdif-
ferenz ®(b,&) — ®(b,5) pro Weg b(5 — &) in der Grenzfliche mit Radius b.
Der Strom Ig ist die iiber den Rand der Liinge [ integrierte Stromdichte og E,,.
Mit angegebener Oberflichen- (og) und Volumenleitfdhigkeit (op) berechnet das
in Anhang B angegebene Programm cont2gmt.c das Verhéiltnis %—z von Ober-
flichen- (Is) zu Volumenstrom (Ig). Auch die reine Berechnung des Feldstérkenan-

teils (g5e01(P(b,&) — ®(b,5)))/(W(b, &) b(5 — &)) ist als Option des Programms
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cont2gmt.c implementiert. Das gesuchte Verhéltnis wird dann in der inversen
Léangeneinheit der eingesetzten Radien ausgegeben.

Caranti und Illingworth [1983] finden Oberflachenstrome mit hauptséchlich reellem
Beitrag und kleinen Phasenwinkeln. Da die Stréme proportional den Leitfahigkei-
ten und diese wiederum proportional dem Imaginérteil der Dielektrizitatskonstanten
sind, ist der Betrag des Verhiltnisses der Strome eine Abschétzung fiir den relati-
ven Fehler des Imaginirteils der Dielektrizitéitskonstanten ASe*”/eX” = |Ig|/|Ip|.
Zur Abschéatzung des durch Beitrag von Oberflichenstromen verursachten Fehlers
des Realteils der Dielektrizitdtskonstanten ;" beobachteten Caranti und Illingworth
[1983, Abb. 3], daB Real- und Imaginérteil der den Oberflichenstromen zugeordneten
Dielektrizitatskonstanten bei —10 °C in guter Nédherung gleichzusetzen sind. Abso-
lut 148t sich keine Dielektrizitdtskonstante angeben, da in die Berechnung die nicht
bekannte Dicke der Oberflichenschicht eingehen wiirde. Nach der eben referierten
Beobachtung gilt die Abschéitzung fiir den Realteil bezogen auf den Imaginérteil,
so daf fiir den Fehler ASe" = AS¢” = |Ig|/|I| )" gilt. Die Berechnung die-
ser Fehlerabschidtzung kann in Abh#ngigkeit von den anzugebenden Oberflichen-
(0s) und Volumenleitfahigkeiten (op) mit cont2gmt.c vorgenommen werden. Sie
ist die im Programm zur Inversion von Messungen depmeas.c implementierte Feh-
lerabschétzung von Oberflichenstromen.

Eine Abschitzung der Fehlergroflenordnung fiir die in dieser Arbeit diskutierte Ap-
paratur mit einem Elektrodenradius von a = 0.05 m fiir Eiskerne mit einem Nennra-
dius von b = 0.049 m und einem MefBelektrodenwinkel ¢y = 108° erhélt man durch
exemplarisches Einsetzen fiir bestimmte Mefsituationen typischer Werte. Fiir den
zwischen Elektrode und Eiskern verbleibenden Luftspalt setzt man jeweils die Di-
elektriztitéitskonstante von Luft €, = 1 ein. Aus den Abbildungen fiir reines kiinstlich
hergestelltes Eis liest man Werte [Petrenko, 1993, Abb. 2 & 5] fiir eine Meffrequenz
von f = 250 kHz von &/ = 3.2 und &/ = (1.8 x 107°) /(27 2.5 x 10°8.8542 x 107'2) =
1.29 bei einer Temperatur von —10 ° C ab.

Mit dem oben abgelesenen Verhiltnis der Leitfdhigkeiten og/op ergibt sich fiir
das Verhéltnis der Strombetrige |Is|/[Ig| ~ 05/0p0.924 ~ (1.4 x 1077 S)/(1.9 x
107°Sm™")0.92 £ < 6.78x107? bei hohen Frequenzen. Damit bleibt der Einfluff von
Oberflichenstromen sowohl auf die Leitfihigkeitsmessung mit ASe*” /e*" ~ 5 %,
als auch auf die Messung der Dielektrizititskonstanten ASe’/e’ ~ 3 %o deutlich
unter der angestrebten Schranke von 1 %.

Fiir niedrige Frequenzen unter 100 Hz liest man an gleicher Stelle [Petrenko, 1993,
Abb. 2 & 5] & &~ 100 und & = (2.5 x 1078)/(27 100 x 8.8542 x 107'%) = 4.5 ab.
Damit berechnet man hier fiir das Verhéltnis von Oberflichen- zu Volumenstrom
ASel [er" = |Is|/|1g| ~ 0s/op 5.9+ ~ (1x1078S)/(32x107* Sm™)5.9L < 1.9.
D.h. bei niedrigen Frequenzen ist keine sinnvolle Leitfdhigkeitsmessung moglich.
Eine Leitfdhigkeitsmessung ist aber bei niedrigen Frequenzen sowieso fragwiirdig,

X
&

da das Verhéltnis von Imaginér- zu Realteil = = 4.5 X 1072 sehr klein ist. Schétzt

man hingegen den maximalen Einflul durch Oberfliichenstrome auf die Messung des
Realteils ASe" /e = 7" /e |Is|/|Is] < 8.4 % ab, so ist dies fiir niederfrequente
Messungen der Dielektrizitdtskonstanten ein akzeptabler Fehler.

Betrachtet man hochfrequente Messungen bei einer Frequenz von f = 250 kHz im
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Bereich hoher Leitfdhigkeiten von op ~ 89 “HS entsprechend einem Imaginérteil der

Dielektrizitatskonstanten " = 6.4 bei gleichzeitigem Realteil von €/ = 3.63, so fin-

det man ein Verhéltnis von Oberflichen- zu Volumenstrom und damit den relativen
Fehler des Imaginirteils der Dielektrizitdtskonstanten von ASe*” /e = |Ig|/|Ig| ~
os/op2.031 ~ (1.4 x 1077 S)/(1.9 x 107° Sm™*)2.03 = < 1.5 %. Einen maxima-
len Einflul der Oberflichenstrome auf die Messung der Dielektrizitéitskonstanten
schitzt man damit zu ASe ' /e = " /e |Is|/|Ig| ~ 2.6 %. Dies ist nur eine grobe
obere Abschétzung, die auf den im weiteren erlduterten Annahmen beruht. Die oben
gewihlte Leitfdhigkeit ist die maximale aus den von der Nordgronlandtraverse [Fried-
mann et al., 1995] verfiigharen Daten. Sie sind dem Datensatz von B26 [Wilhelms,
1996] im Bereich das Lakagigarhorizonts [Hammer, 1977; Hammer, 1980; Hammer et
al., 1980; Clausen und Hammer, 1988; Newhall und Self, 1982] entnommen. Caranti
und Illingworth [1983, Fig. 7] finden fiir eine Kochsalzdotierung [NaCl] = 100 22!
keine wesentliche Erh6hung der Oberflachenleitfdhigkeit gegeniiber undotiertem Eis.
Wegen der geringsten Akkumulationsrate sollte B21 die hochste Sulfatkonzentration
unter den Nordgronlandtraversenkernen haben. Damit schitzt die von Fischer [1997]
fiir B21 angegebene Sulfatkonzentration von [SO3~] ~ 500 ppb die Wasserstoffionen-
konzentration von B26, fiir den im Bereich des Vulkanhorizonts keine direkten Daten
vorliegen, zu [H*] = 12 £29 ab. Da keine Abschitzungen fiir Schwefelsiure (HSO,)
vorliegen, greift man auf die eben referierten Ergebnisse fiir eine um eine Gréfien-
ordnung hohere Kochsalzkonzentration (NaCl) zuriick und nimmt an, dafl diese fiir
die Betrachtung qualitativ giiltig bleiben kénnte. Die Volumenleitfahigkeit og wird
sich mit zunehmender Konzentration hochstens erhéhen, so dafl die im Oberfléichen-
zu Volumenleitfahigkeitsverhiltnis eingesetzte Volumenleitfahigkeit ebenfalls eine
Abschétzung ist. Caranti und Illingworth [1983] finden in hochdotiertem Eis bei
hohen Frequenzen nur eine um 20 % erhohte Oberflichenleitfihigkeit, d.h. reali-
stische Fehler durch Oberflichenstrome fiir die oben angegebenen Werte sind eher

ASgX! IIs| (140.2)x1.4x1077 S 1 < ASe & " sl
S ] =~ 89x10=% Sm—! 2.03 m ~ 4 Yoo bzw. e ? 8] = 6.7 Y%o.

3.2.4 Elektrodendurchmesser

Der Elektrodennenndurchmesser von 2a = 100 mm wurde in der vorangegangenen
Diskussion bereits mehrfach gemeinsam mit dem Eiskernnenndurchmesser von 2b =
98 mm betrachtet. Die strikt durchzuhaltende Minimierung von Luftspalten wird im
folgenden kurz diskutiert und mit Zahlenwerten unterlegt. Luftspalte lassen sich aus
technischen Griinden nicht vermeiden und deshalb ist auf Luftspalte zu korrigieren
bzw. sind sie als Fehlerquelle zu beriicksichtigen.

Zur Unterstiitzung bei der Dimensionierung einer Apparatur wurde ein Skript
epsdev in Anhang B bereitgestellt, das das Programm epsgrid.c (Anhang B) auf-
ruft und die effektive Dielektrizitdtskonstante € mit ihren Ableitungen bei vorgege-
benem Meflelektrodenbegrenzungswinkel £ und den Eigenschaften des Kerns und der
Isolierschicht €/, grafisch gegen das Radienverhéltnis v darstellt. Die Ableitungen
der aus der Umkehrung bestimmten Eigenschaften der inneren Schicht £ werden
ebenfalls vom Skript berechnet und dargestellt.

Der verbleibende Luftspalt von 1 mm um den Kern ist bereits moglichst klein
gewahlt, denn besonders bei Messungen im niederfrequenten Bereich mit hohen Di-
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elektrizitatskonstanten ¢; ist die effektive Dielektrizitatskonstante £*, wie in Abbil-
dung 3.1 fiir die hier gewdhlten geometrischen Abmessungen aufgetragen, teilweise
um GroBenordnungen niedriger als die Dielektrizitdtskonstante des Kerns. Fiir den
konkreten Fall transparenter wird dieser Sachverhalt mit der in Abbildung 3.3c¢ &
3.3d von epsdev erzeugten Ausgabe. Fiir die gezeigte Kurve ist der gemessene Re-
alteil Re(e’ ) bei einem Radienverhéltnis von v = 0.98 im Vergleich zum Sollwert
Re(e]) auf 58 % verkleinert. Diese starke Abhéngigkeit von Isolierschicht- zu Pro-
bendicke fiir hohe Dielektrizitidtskonstanten wurde bereits von Auty und Cole [1952]
fiir Parallelplattenkondensatoranordnungen diskutiert.

Fiir hochfrequente Messungen hingegen ist die Korrektur nach der Theorie fiir zwei
Schichten fiir Radienverhéaltnisse v = 0.98 nur im Bereich von 4 %q fiir den Real-
teil, wihrend sie fiir die an NGRIP [Dahl-Jensen et al., 1997] eingesetzte Apparatur
mit einem Elektrodenradius von a = 55 mm fiir einen Eiskern mit einem Sollradius
von b = 49 mm, also v ~ 0.89 schon eine Verkleinerung der gemessenen effektiven
Dielektrizitatskonstanten Re(el) um 10.4 % vom Sollwert Re(e) bewirkt. Dra-
stischer ist das Bild fiir die relative Abweichung des Imaginérteils, der direkt als
relative Abweichung der Leitfahigkeit des Eiskerns o; von der gemessenen effektiven
Leitfahigkeit gesehen werden kann. Fiir die an NGRIP eingesetzte Apparatur ergibt
sich sogar eine Verkleinerung des gemessenen Imaginérteils Im(ef ) um 32 % vom
Sollwert Im(e;*). Dies unterstreicht die Notwendigkeit einer Korrektur der Radien
bei der angestrebten Mefigenauigkeit im Prozentbereich.

Besonders bei niedrigen Frequenzen erreicht die Briicke ihre Mefigrenze zu hohen
Impedanzen 7, da der Betrag der Impedanz Z antiproportional der Kreisfrequenz
w und der Kapazitdt C' ist, sollte die gemessene effektive Dielektrizitatskonstante
er zur VergroBerung der Kapazitidt C' = e Cy besonders bei niedrigen Frequenzen
moglichst grofl sein. Der verbleibende Luftspalt mufl dann minimiert werden.

Bei der Diskussion von Oberfldchenstromen wurde die Abhédngigkeit vom Elektro-
dendurchmesser nicht weiter diskutiert. Berechnet man aber z.B. den Einflu von
Oberflachenstromen mit denselben Eingangsparametern im hochfrequenten Bereich,
aber einem Elektrodenradius von a = 0.055 m anstatt mit einem Elektrodenradius
von a = 0.050 m, so ist der Einflufl von Oberflichenstromen um einen Faktor 4
grofer. Auch dies zeigt eine strikte Minimierung des Luftspalts auf das Unerlafiliche
an.

Die Abhéngigkeit der axialen Auflosung vom Radienverhéltnis wurde bereits in Ab-
schnitt 2.3.6 diskutiert. Abbildung 2.14 zeigt eine um einen Faktor 4 geringere axiale
Auflésung nach dem Plattenkondensatormodell zur Behandlung des Einflusses der
Nachbarschicht 2.3.6.3 fiir den von a = 50 mm auf ¢ = 55 mm vergréBerten Elek-
trodenradius.

Quantitativ diskutiert man die Fehleranfilligkeit der Messung auf die verschiede-
nen Eingangsparameter mit den partiellen Ableitungen der Mefigréfie £ nach den
jeweiligen Eingangsparametern. Abbildung 3.4 zeigt Real- bzw. Imaginérteil der Ab-
leitungen nach den verschiedenen Apparaturparametern in Abhéngigkeit vom Radi-
enverhéltnis v fiir einen Luftspalt €, = 1 und einer fiir Messungen bei einer Meffre-
quenz von f = 250 kHz typischen Dielektrizitatskonstanten von Eis € = 3.2—1.291.

Beriicksichtigt man die negativen Werte der Imaginérteile, die einen am oberen Rand
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Abbildung 3.3: Real- und Imaginérteil der effektiven Dielektrizitédtskonstanten fiir
Eis bei hohen und niedrigen Frequenzen in Abhéngigkeit vom Radienverhéltnis
Fiir das dielektrische Verhalten des Eiskerns wurden aus Petrenko [1993, Abb. 2 & 5] ent-
nommene jeweils fiir hohe bzw. niedrige Frequenzen reprisentative Werte ¢ eingesetzt.
Der verbleibende Spalt ist mit Luft e, = 1 gefiillt. Vergleicht man die zu erwartenden
MeBwerte e einer niederfrequenten (c: und d:) und einer hochfrequenten (a: und b:)
Messung, so springt die unterschiedliche Kriimmungsrichtung und Steigung der aufgetra-
genen Kurven als qualitativer Unterschied ins Auge. Bei hohen Frequenzen (a: und b:)
ist die Variation bei Radienverhéltnissen nahe bei v < 1 klein und die Kurven fiir Real-
und Imaginarteil laufen fast abszissenparallel. D.h. die Messungen sind beziiglich Geo-
metriefehlern relativ unkritisch. Bei niedrigen Frequenzen (c: und d:) ist eine sehr starke
Variation der effektiven Dielekrizitatskonstanten e, mit dem Radienverhéltnis v gegeben.
Bei relativ kleinen Radienverhéltnissen ist die effektive Dielektrizitétskonstante klein, mit
relativ flacher Steigung. In diesem Bereich verliert man mit ihr als Megrofie Auflosung.
Bei Radienverhéltnissen nahe bei v < 1 hat sie eine grofie Steigung und die Messung wird
stark anfallig auf Fehler in der Geometrie.

des Graphen liegenden Ordinatenursprung bedingen, und zieht dann in Betracht, dafl
bei einer Fehlerrechnung die quadrierten Groflen eingehen, so zeigt Abbildung 3.4
eine Minimierung der Fehleranfilligkeit der Messung bei Radienverhéltnissen nahe
v S 1 fiir alle Apparaturparameter. Qualitativ denselben in Abbildung 3.5 darge-
stellten Befund findet man fiir eine Messung bei einer relativ niedrigen Mefifrequenz
von f = 100 Hz mit der typischen Dielektrizitétskonstanten von Eis £ = 100 —4.51.
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Abbildung 3.4: Real- und Imaginérteile der Ableitungen nach den Parametern der
durch Umkehrung bestimmten Dielektrizitéitskonstanten eines Kerns gegen das Ra-
dienverhéltnis fiir hohe Frequenzen

Die Ableitungen der durch Umkehrung bestimmten Dielektrizitétskonstanten eines Kerns
e sind fiir eine Standardapparatur mit einem MeBelektrodenbegrenzungswinkel & = £
in Abhéngigkeit vom Radienverhéltnis v aufgetragen. Zur Représentation eines Eiskerns
bei einer Mefifrequenz f = 250 kHz wurden die bereits aus Petrenko [1993, Abb. 2 & 5]
abgelesenen Dielektrizitétskonstanten von kiinstlich hergestelltem Eis e] = 3.2, ¢!/ = 1.29

mit Luft als Isolierschicht €, = 1 eingesetzt.
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Abbildung 3.5: Real- und Imaginérteile der Ableitungen nach den Parametern der
durch Umkehrung bestimmten Dielektrizitéitskonstanten eines Kerns gegen das Ra-
dienverhéltnis fiir niedrige Frequenzen

Die Ableitungen der durch Umkehrung bestimmten Dielektrizitétskonstanten eines Kerns
e sind fiir eine Standardapparatur mit einem MeBelektrodenbegrenzungswinkel ¢ = £
in Abhéngigkeit vom Radienverhéltnis v aufgetragen. Zur Représentation eines Eiskerns
bei einer MeBfrequenz f = 100 Hz wurden die bereits aus Petrenko [1993, Abb. 2 & 5]
abgelesen Dielektrizitétskonstanten von kiinstlich hergestelltem Eis £/ = 100, e/’ = 4.5 mit

Luft als Isolierschicht €, = 1 eingesetzt.
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Quantitativ unterscheidet sich die Messung bei niedrigen Frequenzen durch die we-
sentlich hoheren Zahlenwerte der partiellen Ableitungen, die durch den wesentlich
hoheren Eingangswert der vermessenen Dielektrizitdtskonstanten e wieder relati-
viert werden. Trotzdem bleiben die hier nicht explizit berechneten relativen Fehler
bei niedrigen Frequenzen wesentlich gréfer. Weiter auffillig ist die extrem starke
Abhéngigkeit fiir niedrige Frequenzen vom Radienverhéltnis und die enorme Zunah-
me dem Betrag nach genommen von Radienverhéltnissen nahe v < 1 zu kleinen
Radienverhéltnissen hin.

Niederfrequente Messungen sind diffizil und werden in dieser Arbeit auch nur ex-
emplarisch behandelt werden. Fiir hochfrequente Messungen kann man aber allge-
mein den Fehler der Radienverhéltnisvariation abschétzen. Nimmt man als relativen
Fehler des Radienverhéltnisses die volle Isolierschichtbreite von 2 (a — b) = 2 mm
fiir einen Elektrodendurchmesser von 2a = 100 mm, so ergibt sich ein absoluter
Fehler von ASy = 0.02. Fiir & = 3.2 — 1.291 berechnet man mit epsgrid.c die
Ableitung 0¢;* /Ov. Die Fehlerabschétzung fiir rein reellwertige Apparaturparameter
ergibt im Spezialfall von Gleichung (3.17) fiir den Beitrag des relativen Fehlers zum
Realteil ASe’/e’ = |Re(9e] /Ov)| ASv/e)’ ~ 1.26 5% ~ 8 %o. Die Abschitzung
fiir den Beitrag zum Fehler des Imaginérteils als Spezialfall von Gleichung (3.18)
ergibt ASe” /el = [Im(e] /Ov)| ASv/el" =~ 2.79%02 ~ 4.3 %. Der Fehler kann
im einzelnen stark in Abhéngigkeit von der Dielektrizitatskonstanten variieren. Im
zur Auswertung der Messung benutzten Programm depmeas. ¢ sind die allgemeinen
Fehlerformeln fiir Real- (3.17) und Imaginérteil (3.18) sowie ihre Kovarianz (3.19)
implementiert.

Fir das Radienverhaltnis v = g berechnet sich der Fehler nach Gaufischer Fehler-
fortpflanzung

A%y = \[(B2)7 (8% + (57 (A% = \[(4402)? 4+ (202 = v\ /(Z2)2 + (252

a? a a
(3.22)
Die Genauigkeit des mit einem Mefschieber gemessenen Elektrodendurchmessers
wird zu ASa = 0.1 mm geschiitzt. Der Eiskerndurchmesser wurde ebenfalls mit

einem Mefschieber vermessen und ein Fehler des interpolierten Durchmessers von
0.5 mm geschétzt. Addiert man hierzu einen weiteren halben Millimeter fiir die
ungenaue Positionierung, so ergibt sich ein Eiskernradienfehler ASh = 0.5 mm. Bei
der Auswertung wird damit fiir einen Nennelektrodenradius ¢ = 50 mm und den
Nenneiskernradius b = 49 mm ein Fehler von ASv = 0.0104 eingesetzt.

Die fithrenden Fehlerquellen sind von der jeweiligen Anwendung abhéngig. Der MeB3-
elektrodenbegrenzungswinkel sollte i.a. genau zu bestimmen sein, so dafl bei Luft
als nicht fehlerbehaftetes Isolierschichtdielektrikum die Radienfehler leicht fithrend
werden konnen. Im Bohrloch kann eine inhomogene, in ihren dielektrischen Eigen-
schaften unzureichend bekannte Bohrfliissigkeit zu einem fithrenden Fehlerbeitrag
werden. Neben geometrischen Fehlern ist aber auch die Kapazitéts-/Leitfdhigkeits-
messung mit der Mefbriicke als wesentliche Fehlerquelle in Betracht zu ziehen.
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3.2.5 Meflelektrodenlinge

Die MeBelektrodenldnge ist nicht fehlerrelevant, solange die Leerkapazitit aus Ei-
chung oder Messung bestimmt wird. In der vorliegenden Arbeit wird die vorgenom-
mene Eichung in Abschnitt 3.2.7 diskutiert.

Bei Verwendung einer berechneten Leerkapazitidt wire die Mefelektrodenlédnge feh-
lerrelevant. Wegen der Proportionalitit der Leerkapazitdt C§° zur MeBelektro-
denlénge | nach der definierenden Gleichung (2.20) ist der relative Fehler der Mef-
elektrodenlénge auch der Fehlerbeitrag zum relativen Fehler der Leerkapazitat. Bei
der Diskussion der Halbschalen in Abschnitt 3.2.2 wurde die Leerkapazitidt pro
Mefelektrodenlédnge bereits mit ﬁ = 6.337% angegeben. Bei Messungen mit
hohen Frequenzen ist die Kapazitit C§° = 63.37 {F einer 1 = 10 mm langen
MeBelektrode etwas niedriger als der empfohlene Anwendungsbereich des Meflkon-
densators HP16451B [HPDTF, 1989, Abb. B-2]. Dieser Meflkondensator ist spe-
zifiziertes Zubehor der verwendeten Mefibriicken HP4284A [HPLCR, 1994] bzw.
HP4285A [HPLCR, 1996]. Die Briicke HP4284A [HPLCR, 1994, Abb. 9-4] ist fiir
eine Leerkapazitidt von Cg° = 63.37 {F fiir MeBfrequenzen von f = 50-1000 kHz
spezifiziert. Die Briicke HP4285A [HPLCR, 1996, Abb. 1-2] im Bereich von f =
0.2-30 MHz, wobei sinnvolle Messungen mit Aluminiumelektroden bei 1 m langen
Zuleitungen bis zu einer Mefifrequenz von f ~ 7 MHz moglich sind.

Fiir Messungen bei niedrigen Frequenzen unterhalb von f < 100 Hz ist die Mefibriicke
HP4284A streng genommen nur fiir Kapazitaten C' 2 10 pF spezifiziert. Nimmt man
einen Realteil der effektiven Dielektrizitétskonstanten von Re(ef)) = 42.35 fiir die
oben fiir eine Frequenz von f = 100 Hz abgelesene Dielektrizitédtskonstante von
kiinstlich hergestelltem Eis ¢ = 100 — 4.51 an, so berechnet sich fiir die bendtig-
te Leerkapazitit CF° = % = 140255 = 236 fF. Beriicksichtigt man dann noch eine
Reserve fiir die Messung von Kernen mit geringerer Dielektrizititskonstante, z.B.
durch geringere Dichte, so ist eine | = 100 mm lange Meflelektrode mit einer Leer-
kapazitit von C§® = 633.7 {F eine vertretbare Wahl. Zu Beachten ist hier, dafl die
Mefelektrodenldnge, anders als bei der hochfrequenten Messung, auf die Messung
selbst ausgelegt wurde. Eine Leerkapazitdt von C§° ~ 10 pF wire nur mit einer
1.6 m langen MeBelektrode zu erreichen, was als rdumliche Auflésung unzureichend
wire. Damit ist eine direkte Messung der zur Auswertung benotigten Leerkapazitéit
C§° nicht moglich. Die Ableitung der effektiven Dielektrizitétskonstanten ¢}, aus den
MeBdaten ist im Bereich niedriger Frequenzen nur noch mit der in Abschnitt 3.2.7
vorgestellten Eichung moglich.

Diese Meflelektrodenldngen passen auch zu den Anforderungen bei Bohrungen. So
sind z.B. die Anforderungen bei Tiefbohrungen oft im Bereich von 30 m bis 40 m
TagesmeBleistung, d.h. fiir die eigentliche Messung bleiben maximal 30 Minuten pro
Meter Eiskern. Auch bei flachen Eiskernbohrungen betragt die Tagesproduktion des
Bohrers mehr als 30 m pro Tag. Eine vorgegebene Me3geschwindigkeit von weniger
als 30 min Mefzeit pro Meter ist als Anforderung an eine feldtaugliche Methode
sinnvoll. Mi3t man nur eine hohe Frequenz von z.B. 250 kHz so ist 1 m Kern in 5 mm
axialer Auflosung in 10 min zu bearbeiten. Besonders bei der Messung niedriger
Frequenzen im Bereich von 1 kHz und darunter wird die fiir den MefSbriickenabgleich
benotigte Zeit zunehmend groBier und die 30 min Mefzeit pro Kernmeter sind schnell
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erreicht. Damit ist die Mittelung durch die ldngere Elektrode hinnehmbar, da in einer
Standardmefimethode auch aus Anforderungen an die Tagesleistung eine lingere
Elektrode eingebaut wiirde.

3.2.6 Prazision der zur Auswertung verwendeten Theorie
und Algorithmen, sowie Einflufl der Packfolie

Fehler beziiglich der Verwendung eines endlich langen Kondensators waren bereits
in Abschnitt 3.2.2 als mit 1.5 %o vernachlassigbar diskutiert worden. Im Vergleich zu
diesem hier vernachlassigbaren Fehler durch die Theorie an sich war die Prézision
der implementierten Algorithmen in Abschnitt 3.1.3.3 als in keiner Weise limitierend
nachgewiesen worden.

Wie bei der Diskussion der Elektrodenhalbschalen in Abschnitt 3.2.2 bereits erwahnt
wird die Aufhdngung der Kerne in einer diinnen Plastikfolie vorgenommen. Bei der
Plastikfolie handelt es sich um eine sehr diinne Folie, die sonst zum Einwickeln
von Transportgut auf Paletten benutzt wird. Sie ist wie im Haushalt gebrauchte
Frischhaltefolie beschaffen. Die verwendete Polyéthylenfolie ist 17 pm bzw. 20 pm
dick. Fiir eine Berechnung der effektiven Dielektrizitdtskonstanten £* mit der in Ab-
schnitt 2.2.4 bereits vorgestellten Routine zur Behandlung beliebig vieler Schichten
nlayeps.c wurde fiir die nach aulen durch die Elektrode mit Radius p; = 50 mm
begrenzte Schicht die Dielektrizititskonstante von Luft® e; = 1 eingesetzt. Daran
schliesst sich innen die mit Radius py = 49.02 mm nach aulen begrenzte Polyéthy-
lenschicht mit einer Dielektrizitéitskonstanten von g5 = 2.3 [Kohlrausch, 1968a,
Tab. 106] an. Der Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten von Polyéthylen ist
sowohl fiir hohe als auch fiir niedrige Frequenzen vernachlédssigbar: Der in Kohl-
rausch [1968b, Abschn. 6.622] definierte Verlustfaktor z—g ist fiir eine Meffrequenz

von f = 50 Hz kleiner 0.2 %o und fiir eine Mefifrequenz von f = 1 MHz sogar kleiner
2 ppm [Kohlrausch, 1968a, Tab. 106]. Setzt man fiir den mit Radius p; = 49 mm
nach auflen begrenzten Eiskern exemplarisch die Dielektrizitédtskonstante von rei-
nem kiinstlichem Eis ; = 3.2 — 1.291 fiir eine Mefifrequenz von f = 250 kHz ein, so
berechnet sich eine relative Abweichung der berechneten effektiven Dielektrizitéits-
konstanten £* = 3.1882 — 1.26191 von der nach dem Algorithmus fiir zwei Schichten
berechneten ¢* = 3.1877 — 1.26131 um 0.15 %o im Realteil und 0.53 %o im Ima-
ginérteil. Die Abweichung ist fiir hohe Frequenzen also unterhalb der Groéfienord-
nung fiir die Naherung des endlich ausgedehnten Meflkondensators. Die Abweichung
durch Verwendung einer angenéherten Theorie zur Umkehrung der effektiv gemes-
senen Dielektrizitédtskonstanten e in die Dielektrizitatskonstante des Eiskerns &
kann fiir hohe Frequenzen gegen die eine GroBlenordnung gréfere Fehlerschranke im
wenige Prozentbereich fiir andere Fehlerquellen vernachlassigt werden.

Setzt man die fiir eine Meffrequenz f = 100 Hz typische Dielektrizititskonstante
g1 = 100 — 4.51 fiir kiinstliches reines Eis ein, so berechnet man fiir drei Schich-
ten eine effektive Dielektrizititskonstante ¢* = 42.66 — 0.6911 und mit der nach
dem Algorithmus fiir zwei Schichten berechneten £* = 42.35 — 0.6811. Dies ist eine

6Gerthsen et al. [1989, Tab. 6.1] geben fiir die Dielektrizititskonstante von Luft unter Normal-
druck bei 0 °C lediglich einen um 0.6 %o grofieren Wert als fiir das Vakuum an.
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relative Abweichung von 7.3 %o im Real- und 1.5 % im Imaginérteil der effektiven
Dielektrizitdtskonstanten. Fehler niederfrequenter Messungen sind wesentlich grofier
als bei hochfrequenten Messungen. Die Abweichungen bleiben im Bereich der ange-
strebten Genauigkeit von wenigen Prozent, sind gegen die tatsdchlichen Fehler bei
einer Messung in diesem Frequenzbereich aber zu vernachlassigen. Sollten die Fehler
durch Verwendung einer Packfolie in einer zukiinftigen Anwendung tatséchlich zu
fithrenden Termen werden, so konnen aus den Formeln fiir beliebig viele Schichten ei-
nes konzentrischen Dielektrikums nach Abschnitt 2.2 mit verhéltnisméfig geringem
Aufwand entsprechende Algorithmen abgeleitet werden.

3.2.7 Eichung

Nach Durchfiihrung aller Mefigerdatekorrekturen kann man der Fehlerrechnung nach
Spezifikation fiir die verwendeten Mefibriicken HP4284A [HPLCR, 1994] bzw.
HP4285 [HPLCR, 1996] folgen. Setzt man eine Leerkapazitit von C§° = 63 fF bei
einer MeBfrequenz von f = 250 kHz ein, so ergibt sich allein fiir die Impedanzmes-
sung ein relativer Fehler ASZ/Z ~ 9 %. Die Erfahrung und Eichung in Wilhelms
[1996, Abschn. 2.1.3.3] zeigt, dafl die Briicke in etwa eine Grofenordnung genauer
mifit. Bei der offensichtlich vorsichtig vorgenommenen Spezifikation wurden syste-
matische Fehler anscheinend iiberschéitzt. Diese systematischen Fehler kénnen mit
der hier beschriebenen Eichung reduziert werden.

Zunichst ist die in Wilhelms [1996, Abschn. 2.1.3.2] beschriebene OPEN-/SHORT-
Korrektur auszufithren. Bei der OPEN-Korrektur wird analog zur Messung mit dem
Kondensator HP16451B [HPDTF, 1989] eine geerdete Metallplatte zwischen die
Elektroden gebracht und die entsprechende Korrekturroutine der Mefbriicke aus-
gefithrt. Vor Ausfithrung der SHORT-Korrekturroutine werden die MeBelektrode
und die Gegenelektrode (Bezeichnungsweise entsprechend Abbildung 2.1) kurzge-
schlossen. Wilhelms [1996, Abschn. 2.1.3.3] verwendete zur Eichung den von Hewlett
Packard als Zubehor zu den MeBbriicken gelieferten Plattenkondensator HP16451B
[HPDTF, 1989] und verdnderte die Eichkapazitdt durch Variation des Plattenab-
stands. Im folgenden wird hier eine Eichung der zur Messung fertig verkabelten An-
ordnung beschrieben. Anstelle des Eiskerns werden Metallrohre in das Meflvolumen
gebracht und die Eichkapazitit iiber Durchmesservariation verédndert.

In den Abschnitten 2.2.1 und 3.1.2.2 wurde bereits diskutiert, dal Metalle sich wie
Materialien mit unendlich hoher Dielektrizitdtskonstante verhalten. Die im Quell-
code eps2lay.c (Anhang B) implementierte Routine calcepsdev behandelt die
Anordnung des Elektrodenpaars mit einem mittenzentrierten Metallrohr. Im MeB-
programm depmeas.c (Anhang B) wurde eine Option implementiert, die den Eich-
standard mit Fehler berechnet. Zur direkten Berechnung der Eichstandards und
Erstellung eines Eichskripts wurde das Skript caldev.gmt (Anhang B) erstellt. Ei-
ne automatisch bei jeder Eichung erstellte Kalibriergrafik ist fiir den Eichdatensatz
des Eiskerns B32 [Oerter et al., 2000] in Abbildung 3.6 exemplarisch dargestellt.
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Abbildung 3.6: Beispiel fiir die Eichung bei einer Meffrequenz von 250 kHz
Die Ausgabe des Skripts caldev.gmt fiir den Eichdatensatz des Eiskerns B32 [Oerter et
al., 2000] ist gezeigt. Das bei der Anpassung des Parameters CLO berechnete x? und der
zum Signifikanzniveau gehorige kritische Wert sind angegeben. Das Signifikanzniveau folgt
der in der Standardliteratur der Statistik iiblichen Konvention [Storch und Zwiers, 1999,
Abschn. 4.1.10]. Ein kleines Signifikanzniveau unterstiitzt die Annahme, dafl die Nullhy-
pothese $g: “Die vorgenommene proportionale Anpassung ist im Rahmen der Fehler nicht
erlaubt” getrost abgelehnt werden kann. Entscheidet man sich im Beispiel hier beim Test
der Nullhypothese $)¢ einen Fehler erster Art, d.h. eine wahre Nullhypothese abzulehnen,
mit 10 % Wahrscheinlichkeit zu riskieren, so wird man die Nullhypothese ¢ getrost ab-
lehnen. Das berechnete x? = 3.63 = X2 166(9) < x&1(9) ist kleiner als das Kritische, da
hoher signifikante Tests die weniger signifikanten umfassen [Barlow, 1989, Abschn. 8.1.3].
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3.2.7.1 Ausmessung eines Eichdatensatzes

Zur Gewinnung eines Eichdatensatzes wurden nach der Durchfithrung der Mef3-
geratekorrekturroutinen Aluminiumrohre in etwa 10 mm Inkrementen mittenzen-
triert in den Kondensator eingebracht und jeweils N = 11 Messungen der Kapazitét
C und des Leitwerts G genommen. Die aus diesen Messungen bestimmten Schétz-
werte des Erwartungswerts (C) und (G) mit ihren Fehlern AR(C) = ARC/+/N und
AR(G) = ARG/V/N der Mittelwerte [Barlow, 1989, Abschn. 4.2.1] bilden gemeinsam
mit der Leermessung den Eichdatensatz. Dieser Eichdatensatz wird bei der Eichung
mit dem nun zu diskutierenden Eichstandard verglichen.

3.2.7.2 Berechnung der Eichstandards

Den Eichstandard bilden die |¢| Cy. In den Kondensator mit der Leerkapazitit Cy
werden Metallrohre eingebracht, die die Leerkapazitdt um den Faktor der effektiven
Dielektrizitatskonstanten |e| erhohen. Der relative Fehler der Leerkapazitéat war in
Abschnitt 3.2.2 bereits zu ASCy/Cy = 1.5 %o abgeschiitzt worden. In die berechneten
Dielektrizitatskonstanten gehen weitere geometrische Fehler ein, die im Kopf des je-
weiligen Eichstandards (Beispiel sieche Abbildung 3.6) aufgefiihrt sind. So ist z.B. der
Durchmesserfehler des Mefelektrodenpaars auf AS(2a) = 0.2 mm geschétzt. Fehler-
beitrige AS(2b) fiir das innere Aluminiumrohr sind die Summe aus dem Fehler fiir
die Durchmessermessung von 0.2 mm und die fiir das kleinste Rohr angenommene
stiarkste geometrische Abweichung (z.B. Exzentrizitéit und Durchbiegung) von 2 mm
linear abnehmend auf 0 mm auf der Elektrodenoberfldche. Der Fehler des Mefelek-
trodenbegrenzungswinkels AS¢ ist die Fortpflanzung der Fehler bei der Fertigung
der Elektroden auf einer Frasbank. Aus den Fehlern von a, b und £ ergibt sich durch
Fortpflanzung mit den Ableitungen der effektiven Dielektrizitédtskonstanten * fiir
g; = oo und eine nicht fehlerbehaftete Dielektrizitéitskonstante der Isolierschicht”
€, = 1 der Fehlerbeitrag zum Eichstandard

A3(le| Co) = V/(AS[e])? (Co)? + [e]? (ASCo)? . (3.23)

Da ¢ aus der gemessenen Kapazitit C zu bestimmen ist, passt man nun mit der
Methode der kleinsten Quadrate eine Proportionalitit |¢| Cy = C zwischen dem

durch die Leerkapazitit Cj geteilten Eichstandard || und den MeBwerten der Ka-
pazitit C' mit dem Proportionalitiatsfaktor CLO an. Diese Vorgehensweise nimmt ein
proportionales Verhalten der Mef3briicke an. Zur praktischen Ausfithrung wurde die

ungefihr mit einem Zahlenwert 1 erwartete Eichkonstante zwischen Eichstandard
und Eichmessung durch die Leerkapazitat Cy geteilt und zu einer Konstante CLO

zusammengefafit. Ein statistisches Standardverfahren zur Behandlung dieser Pro-
blemstellung ist die y2-Anpassung einer einfachen Proportionalitiit.

"Bei der in dieser Arbeit vorgestellten Anwendung ist die Dielektizititskonstante der Isolier-
schicht aus Luft €, = 1 nicht fehlerbehaftet. Im allgemeinen, z.B. bei Verwendung einer Bohrfliissig-
keit, sind die Fehlerabhingigkeiten in den Algorithmen implementiert, so dafl die Algorithmen
unmittelbar iibernommen werden kénnen.
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3.2.7.3 x?-Anpassung fiir die Leerkapazitit

Die y?-Anpassung ist eine wichtige Methode zur Bestimmung eines unbekannten Pa-
rameters, hier die inverse Leerkapazitét CLO, in einer von diesem Parameter abhangi-
gen funktionalen Zuordnung, hier || = Cio C, zwischen einer vom Eingangsdatensatz
repréasentierten Meflgrofle, hier die gemessene Kapazitit C'; und einer zugeordneten
GroBe, hier die effektive Dielektrizitétskonstante |¢| der Anordnung aus Kondensator
mit eingebrachtem Aluminiumrohr. Der zugeordnete Datensatz hat nach Gleichung
(3.23) eine rein systematisch bestimmte Gesamtfehlergenauigkeit

AS(le| C (ASe[)2 (Co)?+le] (ASCop)? s
Ale] = 2% — SO CPHPET _ | fAs|e])2 4 |o2 ()2, (3.24)

die als Wichtung verwendet wird [Barlow, 1989, Kap. 6]. Im hier diskutierten Eich-
datensatz sind sowohl die Eingangskapazititen C' mit einem Fehler ARC als auch
die zugeordneten Daten |e| mit einem Fehler Ale| behaftet. Fiir diesen Fall gibt Leo
(1994, Abschn. 4.7.3], in den hier diskutierten GréBien entsprechend formuliert, eine
Berechnung der Wichtung fiir die y2-Anpassung als Gaufische Fehlerfortpflanzung

(AW[e])? = (AJel)? + (32)2 (ACY = (ASJe])? + JeP? (2580 + (&2 (AFCY
(3.25)
an. Das gleiche Ergebnis wiirde die in Barlow [1989, Abschn. 6.6] beschriebene Be-
handlung mit Kovarianzmatrizen liefern. Der mittlere Term mit dem relativen Fehler
der theoretisch berechneten Leerkapazitéit %S" ist bei der Luftmessung fithrend fiir
den Fehler des Standards, da der sonst dominierende Fehler fiir den Eichstandard
AS|e| bei der Luftmessung verschwindet.

Das x? einer MeBreihe ist die Summe aller mit dem Fehler der MeBgréfie gewichte-
ten quadratischen Abweichungen des vorausgesagten Meflergebnisses vom Mewert
[Barlow, 1989, Abschn. 6.1]. Im hier behandelten Fall berechnet man fiir eine mit
n=1,..., N durchnumerierte Mefreihe:

Xzzi el — & :i (el — g Cn)” (3.26)
AVlel, (ASleln)? + (Jefn)? (B222)2 + (&)% (ARC, )2

n=1 Co

x? ist ein Maf fiir die Repriisentanz der Mefidaten durch die angenommene funk-

tionale Abhéngigkeit zwischen den Eingangsdaten und den zugeordenten Daten im

Rahmen der Fehler. Zur optimalen Anpassung eines Laufparameters ist x? zu mi-
1

nimieren. Wegen des Auftretens des Parameters ¢o im Zdhler und im Nenner ist

x? als Funktion des anzupassenden Parameters nichtlinear. Notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines lokalen Extremums ist das Verschwinden der ersten Ableitung

% 20 [Heuser, 1990a, Satz 46.2], die man mit dem Newtonschen Verfahren
[Heuser, 1990a, Kap. 70] (vgl. Abschnitt 3.1.3) 16st. Die bei der Fehlerfortpflanzung

bendtigten Ableitungen

X2 X2
ok _ ox %55 [ e | %E .
Tl " OB L\ (a)) T (3:27)
o Co
0 0



92 92

80%) B 8i o0& 9?2 o (3.28)
oC, - oI~ aX oC, - ( 1 >2 oC, ’
8* ac—o

berechnet man iiber die Kettenregel [Heuser, 1990a, Satz 47.2] und die Relation fiir
die Ableitung der Umkehrfunktion [Heuser, 1990a, Satz 47.3] (vgl. Abschnitt 3.1.4).
Die Differentialrechnung wird hier nur als Hilfsmittel zum Auffinden eines Minimums
verwendet, um eine gute Anpassung zu finden. Auf die Uberpriifung der hinreichen-
den Bedingung fiir ein Minimum [Heuser, 1990a, Satz 49.6] von x? kann verzichtet
werden, da im folgenden Abschnitt die statistische Signifikanz der Anpassung gete-
stet wird, die das fiir die Annahme der Anpassung heranzuziehende Kriterium ist.
Entscheidet man sich, die Anpassung zu akzeptieren, so konnen die Ergebnisse im
weiteren Auswertegang zur Eichung verwendet werden.

Zur Wahl des Startwerts im Newtonschen Verfahren eignen sich die durch eine ge-
ringfiigige Ndherung in der Fehlerwichtung gewonnenen linearen Abhéngigkeiten mit
analytischer Auflosung nach dem Parameter 1/Cy. Denn setzt man in der Wich-
tung (3.25) im letzten Term C'/Cy ~ |¢| und fiir ARC/C die gemessenen Werte ein,
so erhélt man eine von 1/Cjy unabhéngige Wichtung

ASCy\ ARC?
(AV[e)? ~ (A%fel)® + [ef* (== ) + el : (3.29)
Co C

Fiir die gewichtete Anpassung einer einfachen Proportionalitdt ergibt sich bei
der analytischen Auswertung der notwendig verschwindenden ersten Ableitung der
x2-Verteilung, die in der Niherung der Wichtung nur noch im Zahler vom Parameter
CLO abhéngt [Barlow, 1989, Abschn. 6.1.1 & 6.2.3], fiir den Proportionalitdtsfaktor:

N
leln Cn
1 n; (AW[eln)? (330)
FO — 7]\7 (Cn)2 . .
nz::l (AW]eln)?

Bei der Durchfithrung der Eichung wird der Parameter Ci mit den Ergebnissen
der Niaherung analytisch berechnet und dann als Startwert des iiblicherweise in
sehr wenigen Schritten konvergierenden Newtonschen Verfahrens verwendet. Das
am Konvergenzpunkt fiir den Parmeter - bestimmte x? ist Ausgangspunkt fiir
den Test der Hypothese, dafl die MeBbrucke im Rahmen hochstens iberschitzter
systematischer Fehler ein proportionales Verhalten zeigt.

3.2.7.4 Test der Hypothese einer Proportionalmeflbriicke

Storch und Zwiers [1999, Abschn. 4.1.7] beschreiben die Methode des Hypothesen-
tests als Konsistenzpriifung eines Datensatzes mit einem als Hypothese $ formu-
lierten Konzept. Die hier vorgenommene Eichung beruht auf der Hypothese $: “Die
von der MeBbriicke bestimmte Kapazitdt C' ist im Rahmen héchstens {iberschétz-
ter Fehler mit dem Proportionalitétsfaktor Cio proportional der nach der Theorie
bestimmten effektiven Dielektrizitétskonstanten e fiir eine Anordnung aus Kern
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und Kondensator”. Eine vorsichtige Vorgehensweise ist, die Fehler eher leicht zu
iiberschéitzen, dabei nicht zuviel Information zu verlieren und so geniigend Aussa-
gekraft fiir die abgeleiteten Aussagen zu behalten. Wie im letzten Abschnitt disku-
tiert, stellt x? zwischen MeBdaten, den Fehlern der MeBdaten und einer funktionalen
Abhéngigkeit zwischen den Mefldaten einen Zusammenhang her. Der Eichdaten-
satz enthdlt Messungen mit rein reellen effektiven Dielektrizitdtskonstanten &}, zur
Konsistenzpriifung. Eichstandards mit komplexwertigen effektiven Dielektrizitéts-
konstanten in mit den Metallrohren vergleichbarer Prézision herzustellen erfordert
noch weiteren Aufwand, da Materialien mit gut bekannten und temperaturstabilen
dielektrischen Eigenschaften zu finden sind. Besonders Materialen mit einer sehr
gut bekannten, stabilen, aber nicht verschwindenden Verlusttangente kénnten pro-
blematisch zu finden sein. Eine Moglichkeit zur Festlegung eines Eichstandards mit
definierten Verlusten wéire ein in der Trennebene, durch die das Feld wegen der
Symmetrie senkrecht hindurchtritt, von den Elektroden isoliert eingebrachtes Me-
tallplattenpaar, das iiber eine definierte Impedanz verbunden wird. Die Anordnung
entspricht dann einer Reihenschaltung des Meflkondensators mit der Impedanz. Da-
bei muBl jedoch die Verkabelung nicht gedndert werden. Zur Variation der Kapa-
zitét ist eine Aufteilung der Metallrohre in zwei auf die Metallplatten aufgesetzte
Halbschalen in Erwagung zu ziehen, da ein Luftkondensator mit berechneter Kapa-
zitét eine stabile lediglich durch die mechanische Prézision limitierte Eichkapazitét
darstellt. Auch bei dieser Moglichkeit ist die Variation des ohmschen Anteils der
Impedanz mit der Temperatur zu beriicksichtigen und der Widerstand zwischen
den Halbschalen ist ggf. direkt zu messen. Das proportionale Verhalten der MeB-
briicke bei der Kapazititsmessung wird jedoch im wesentlichen von der Messung
des Impedanzbetrages abhéngen. Damit stellt die hier vorgenommene Eichmessung
bereits einen vertrauenswiirdigen Datensatz fiir den Konsistenztest dar. Die Konsi-
stenz iiberpriift man anhand des berechneten 2, denn fiir hochstens {iberschitzte
Fehler formuliert man die Hypothese $), dal das x? einen sogennanten kritischen
Wert nicht iiberschreitet:

9" < xp(n) (3.31)
Der kritische Wert Xf,(n) ist von einem noch néher festzulegenden, als Wahrschein-
lichkeit formulierten Risiko p bestimmt. Auflerdem ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von der Anzahl der Freiheitsgrade n = N — 1, d.h. der Anzahl der Mef-
punkte abziiglich der Anzahl der angepafiten Parameter abhéngig [Barlow, 1989,
Abschn. 8.3.1 & 8.1]. Der schwerwiegendste mogliche Fehler beim hier vorgenom-
menen Test ist, eine Eichkurve anzunehmen, die das Verhalten der Meflbriicke im
Rahmen der angenommenen Fehler nur unzureichend beschreibt. Man wird also te-
sten, ob man den Fall “die funktionale Abhéngigkeit ist nicht proportional” getrost
ausschlieen kann. Dieses Konzept findet man in der statistischen Literatur als Test
der zur Hypothese $) alternativen Nullhypothese $), [Barlow, 1989, Abschn. 8.2.1]:

90 :x° > xa(n) . (3.32)

Als Signifikanzniveau eines Tests p bezeichnet man die iiber den Ablehnungsbereich
der alternativen Hypothese §), integrierte Wahrscheinlichkeitsverteilung. Bei die-
ser Definition bezeichnet das Signifikanzniveau p eines Tests die Wahrscheinlichkeit
einen Fehler 1. Art zu begehen, d.h. eine falsche Hypothese zu akzeptieren, wenn
man die alternative Hypothese $ ablehnt. Ein guter Test hat mit dieser Definition
ein kleines Signifikanzniveau. Storch und Zwiers [1999, Abschn. 4.1.10] weisen auf

82



die oft von Klimatologen verwendete Signifikanzdefinition hin, die mit 1 — p genau
entgegengesetzt der Definition in der iiblichen statistischen Literatur ist.

Im Kopf der Ausgabe des Eichskripts caldev.gmt (Anhang B, Abbildung 3.6) sind
die benétigten Groflen zur Durchfithrung eines x? Tests angegeben. Entschliet man
sich z.B. die Nullhypothese auf dem 10 % Signifikanzniveau abzulehnen, so wird
man sie im in Abbildung 3.6 gezeigten Beispiel getrost ablehnen. Die Ablehnung der
Nullhypothese $g bestiarkt die Annahme, dafi die Hypothese $ richtig ist.

3.2.7.5 Die Eichfehler und ihre Fortpflanzung zum Fehler der gemesse-
nen effektiven Dielektrizititskonstanten

Hat man die Hypothese eines proportionalen Verhaltens der Mefibriicke akzeptiert,
so berechnet sich der Fehler A(Cio) des Proportionalitétsfaktors Cio aus der Feh-
lerfortpflanzung der Fehler der Eingangsgrofien |e|, und C,. Fiir die numerische
Berechnung des Fehlers des angepafiten Parameters C— setzt man die bereits nach
den Relationen (3.27) und (3.28) berechneten Ableltungen in die Gaufische Fehler-

fortpflanzungsformel ein:
1 N 8 1 2
Al 5 )= § | mA § [ =2 AR . .
(Co) <a| \e\n> + < C ) (3.33)

Mit der vom Proportionalitatsfaktor Cio unabhingigen Wichtung (3.29) berechnet
sich der Fehler des Proportionalitédtsfaktors zu:

1 1
A (_) SN S— (3.34)
Co S (Cn)?
2, GVi,P

Beachtet man, dal im in Abbildung 3.6 angegebenen Beispiel die Fehlerbalken fiir die
Eichfehler Ale| erkennbar sind, wihrend die Schwankungen der Mefiwerte ARC nicht
in der Grafik erkennbar sind, so ist die Ndherung mit der vom Proportionalitatsfak-
tor Cio unabhéngigen Wichtung nach Gleichung (3.30) mit ihrer Fehlerformel (3.34)
zumindest im MeBfrequenzbereich f ~ 250 kHz giiltig. Im Skript caldev.gmt ist
allerdings die allgemeine Formel implementiert, so dal auch getrost grofiere Schwan-
kungen ARC, z.B. bei niedrigen Frequenzen f behandelt werden kénnen.

Die vorgenommene proportionale Anpassung einer Eichkurve beriicksichtigt mittle-
re Fehler des linearen Verhaltens, die wegen der Mittelung entsprechend klein sind.
Bei der Einzelmessung tritt die Variabilitéit des einzelnen Mefiwertes hinzu, die iiber
den Meflbereich variieren kann. Ein Maf fiir die Variabilitét ist die Abweichung vom
Standard, die geschéatzt werden mufl, um evtl. statistisches Rauschen von Hand zu
glétten. Abbildung 3.6 zeigt ein Beispiel mit hinreichend glatten Kurven, so dafi sie
in ihrer urspriinglichen Form belassen werden. Die gréfiten Abweichungen nimmt
man als Richtschnur und zu kleine Abweichungen korrigiert man als Ausreifler zu
héheren Werten hin. Die Schitzung der Kovarianz von Real- und Imaginérteil ei-
ner komplexen Zahl ist problematisch. Wahlt man dagegen zur Schitzung Betrag
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und Phase, so sind diese unabhéngig und haben damit verschwindende Kovarianz.
Auch fiir die verwendete Mefibriicke sind Impedanzbetrag und Impedanzphase un-
abhéngige Groflen, denn wéhrend fiir die aus Impedanzbetrag und Impedanzphase
abgeleiteten GroBen nach Spezifikation [HPLCR, 1994, Seite 9-5 & 9-6] abhéngig
vom MeBwert Korrekturen angegeben werden, sind die Fehler von Impedanzbetrag
und Impedanzphase direkt anzuwenden. Die Varianz fiir den Betrag der relativen
Dielektrizitatskonstanten berechnet sich aus quadratischer Addition der Abweichung
vom Standard und des fortgepflanzten statistischen Fehlers. Aus den Mefldaten be-
rechnet sich der Real- (Re(el) = C%) und Imaginérteil (Im(ef) = _W) der re-

lativen Dielektrizitdtskonstanten nach Gleichung (2.27). Die Varianzen Fiir Betrag

|C*] = |e,| Co = /C? + (G/w)? und Phasenwinkel arg C* = arge}, = —arctan -%
der komplexwertigen Kapazitdt C* bzw. der effektiven gemessenen Dielektrizitéts-

konstanten ¢}, sind:

2
2 2
AR
Closjor = \/C“r(g) — Je] +(ARC)2+( G) (3.35)
w w
G

G2 (ARC)? + C2 (ARG)?
rg C*argC* — t .
Carg C* arg € (arc aan) - (1 (9 (3.36)

Gemeinsam mit der Kovarianz € 1= (A2)? des Proportlonahtatsfaktors oo der

CO CO )
Eichung bilden diese Grofien eine dlagonale Kovarianzmatrix:

Cloxiox o 0
Dijorjagordy = | 0 Cmsctamor 0 (337)
0 0 0 ¢4 1
To To

Den Fehler der Komponenten der effektiven gemessenen Dielektrizitédtskonstanten

e bestimmt man aus der Fortpflanzung der Kovarianzmatrix U . « 1y mit
m (IC*|,arg O, &)
der Jacobimatrix
cos arg C* _ |C*| sin arg C* |C*| cos arg C*
— * _ C C
j - ‘Y(Re(‘ggF Im(em (|C | a’rgc C(]) - ( sin ;g% c* \C*\ cogo(a)urg c* \C*\ sin arg o* )
(3.38)
der vektorwertigen Abbildung
C*
<Re(5fn)> B (|5fn| cos argsfn) B % cos arg C* (3.39)
Im(e},) €5l sin arg e}, % sin arg C*
0
zur Kovarianzmatrix von Real- und Imaginérteil:
Bre(es) i) =T © Vjespargen k) © T - (3.40)
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Die Auswertung des Matrizenprodukts ergibt fiir die Varianzen von Real- und Ima-
ginérteil und ihre Kovarianz:

cos arg C*\ > sin arg C*\ >
QRG(E;}))RG(ER) = (7) Q:‘C*||C*| + |C*|2 (7) Q:argC*argC* +

CO CO
(3.41)
+ |C**(cos arg C*)* €1 1,
Co Co
: 2 2
sin arg C* . cos arg C*
Cim(eg)im(e) = <T) Cjovjox| + [CF[? <T) Carg Crarg 0+ +
0 0
(3.42)
+ |C*)? (sin argC*)*€ 1 1+ und
Co Co
sin arg C* cos arg C*
CRe(er)im(er) = )2
0
(3.43)

X (Q:|C*||C*‘ - |C*|2 (Q:argC*argC* - (C()>2 Q:Ciocio)) .

Diese Relationen verwendet das Skript caldev.gmt (siche Anhang B) bei der Erzeu-

gung eines Auswerteskripts aus den linear zwischen den Eichpunkten interpolierten
Eichdaten nach Abbildung 3.6. Das Eichskript erzeugt aus dem zu einem Datensatz
in Abhéngigkeit der Tiefe zusammengefiigten Rohdatensatz mit gemessener Kapa-
zitdt C' und Leitwert G einen Datenstrom der mit der Tiefe indizierten Kompo-
nenten der effektiven gemessenen Dielektrizitétskonstanten e . Die Fehlerabhangig-
keiten sind als Varianzen und Kovarianz im Datenstrom enthalten. Der vom Eich-
skript ausgegebene Datenstrom wird vom Programm depmeas.c (Anhang B) mit
den in diesem Kapitel behandelten Fehlern der Eingangsparameter entsprechend
den Abschnitten 3.2.2 bis 3.2.5 behandelt. Die Fehler der Eingangsparameter: Di-
elektrizitatskonstante der Isolierschicht e,, Elektrodenradius a, Eiskernradius b und
MeBelektrodenbegrenzungswinkel ¢ werden mit der Fehlerfortpflanzung nach Ab-
schnitt 3.2.1 zu einem Gesamtfehler aufaddiert. Bei Angabe einer entsprechenden
Kommandozeilenoption im Programm depmeas.c werden auch die Fehler der Ober-
flichenstrome entsprechend Abschnitt 3.2.3 beriicksichtigt. Mit den an dieser Stelle
bereitgestellten Programmen kann im nun folgenden Kapitel die verwendete Mef3-
bank beschrieben, ihre mechanischen Fehler explizit geschétzt und die Fortpflan-
zung anhand eines MeBbeispiels diskutiert werden. Die gemessenen Daten bilden
die Grundlage fiir die in dieser Arbeit nur kurz gestreifte glaziologische Standard-
auswertung und die eingehend diskutierte Betrachtung von polarem Firn und Eis
als Mischung aus Luft und Eispartikeln mit Hilfe von dielektrischen Mischungsmo-
dellen.
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Kapitel 4

Mef3idurchfiihrung, Ergebnisse
und Diskussion

Die Durchfithrung der zerstorungs- und beriihrungsfreien Messungen am Eiskern
erfolgt auf einer kombinierten Eiskernmefibank zur Messung der Dichte und der
dielektrischen Eigenschaften. Einer allgemeinen einfithrenden Vorstellung der Mef3-
bank folgt in Abschnitt 4.1.2 die Vorstellung des Mefl)kondensators zur Messung der
Komponenten der komplexwertigen Dielektrizitdtskonstanten. Typisch nimmt die
Préazision ausgehend von zwei Prozent fiir beide Komponenten im oberen Kernab-
schnitt mit in tieferen Kernbereichen zunehmend verdichtet gefundenem Firn und
Eis auf besser als ein Prozent zu. Die Dichte wird mit einem in Abschnitt 4.1.3
beschriebenen 7y-Densimeter mit einer absoluten Prézision von 0.01 -5 gemessen.
Eine Verbesserung der Mefstatistik durch ein schnelleres Multimeter wird, wie in der
Diskussion der Ergebnisse (Abschnitt 4.1.5) aufgezeigt, die absolute Prizision bei
zukiinftigen Messungen auf 0.006 -2 nahezu verdoppeln. Die damit fiir alle auf der
Bank gemessenen Parameter erreichten Genauigkeiten von zwei bis zu besser als ein
Prozent machen die Meflbank im Vergleich zur frither benutzten DEP-Mefibank mit
mehreren Prozent Fehler zu einer Prézisionsmeflbank. Auch die in Abschnitt 4.1.4
mit der in dieser Arbeit entwickelten Theorie implementierte umfassendere Fehler-
rechnung und Radienkorrektur fiir die frither benutzte DEP-Mefibank 148t wegen
der meBtechnischen Grenzen der Bank keine wesentliche Fehlerreduktion zu.

Die auf der kombinierten Mefibank prozessierten Eiskerne bilden die in Abschnitt 4.2
kurz beschriebene Datenbasis fiir {iber die glaziologische Standardinterpretation hin-
ausgehende Betrachtungen der dielektrischen Eigenschaften polarer Eiskerne. Unter
der glaziologischen Standardinterpretation hochfrequenter dielektrischer und Dich-
temessungen versteht man die Datierung der Eiskerne mit anschlieBender Akku-
mulationsbestimmung, die nicht zentraler Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist,
aber iiber Literaturverweise zum hier bearbeiteten Kernmaterial im angegebenen
Abschnitt dokumentiert ist.

Uber die Standardinterpretationen hinaus erlaubt die Messung mehrerer Parameter
an einem Kern z.B. die eingehende Studie der dielektrischen Eigenschaften pola-
ren Firns und Eises als Mischung der zwei Phasen Luft und Eis in einem durch
die Dichte charakterisierten Volumenverhéltnis. Die in Millimetergenauigkeit kon-
sistent fiir beide Mefimethoden reproduzierte Positionierung des Eiskerns auf der
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vorgestellten Bank verbessert die Datengrundlage fiir solche Studien. Bei angenom-
menem Mischungsmodell berechnet man z.B. die dielektrischen Eigenschaften der
Eisphase aus den dielektrischen Eigenschaften der Mischung und der Dichte. Ist um-
gekehrt die Dichte nicht bekannt, so kann das angenommene Mischungsmodell mit
dem Realteil der Dielektrizitdtskonstanten als weitere Annahmne zur Implementa-
tion eines hochprézisen elektrischen Densimeters mit gleichzeitiger Bestimmung der
Leitfdhigkeit in der Eisphase (Abschnitt 4.3.4) verwendet werden. Nach der Vorstel-
lung eines ersten vielversprechenden Mef3beispiels fiir niederfrequente Messungen in
Abschnitt 4.4 ist die Brauchbarkeit der abgeleiteten Theorie in der Meflanwendung
zu diskutieren (Abschnitt 4.5).

4.1 Kombinierte Kernmefibank fiir
Mef3kondensator und y-Densimeter

In den Kapiteln 2 und 3 der vorliegenden Arbeit wurde die strikt quantitative Be-
handlung der neuen Apparatur zur Messung dielektrischer Eigenschaften bereits
behandelt, und hier soll nur kurz die technische Realisierbarkeit einer auf der ent-
wickelten Theorie beruhenden MefBlapparatur vorgestellt werden. Ansétze am ge-
schnittenen Kern [Moore, 1993] wurden bewuBt nicht weiter verfolgt, da die einfache
Anwendbarkeit unmittelbar nach der Bohrung und der fiir zerstorungsfreie Mefime-
thoden leichter gewéhrte Zugang zu Kernmaterial Vorteile bei der Eiskernanalyse
gegeniiber invasiven Methoden sind. Zur Einsparung von Feldlaborplatz wie Per-
sonal und um den Vergleich von Dichte und dielektrischen Eigenschaften auf einer
konsistenten Tiefenskala zu studieren, wurde die in Abbildung 4.1 skizzierte Kern-
mefBlbank gebaut, die die Anwendung des Meflkondensators und des ~-Densimeters
auf einer Meflbank vereinigt.

4.1.1 Mechanische Ausfiihrung und Mefldatenerfassung

Die Verwendung des Systems Flezible Automation der Firma Bosch vereinfachte die
mechanische Ausfithrung der Meflbank. Als Grundeinheiten wurden 700 mm lan-
ge Rahmen aus Profilschienen gebaut, die in den Standardpackkisten der Firma
Zarges mit einem Aufenmafl von 80 x 60 x 40 cm?® transportiert werden konnen.
Die Linearfiihrung zum Transport des Schlittens mit der Eiskernaufhdngung ist Zu-
behor im Programm Flexible Automation. Frithere Apparaturen [Wilhelms, 1996]
verwenden einen Zahnriemenantrieb. Bei der hier beschriebenen Apparatur wurde
ein direkter Antrieb iiber am Mefschlitten befestigte Zahnstangen mit einem Zahn-
rad (Firma Gidel) auf der Welle eines Schrittmotors (Firma Physical Instruments
(PI)) gewihlt. Dieser problemlos unter Feld- und Laborbedingungen funktionie-
rende Antrieb erlaubt eine kontinuierlich fortlaufende Messung der Eiskerne ohne
Mefschlittenriicklauf. Die mechanische Justierung ist wesentlich einfacher als beim
Zahnriemenantrieb, und der um mehr als eine Groflenordnung héhere thermische
Langenausdehnungskoeffizient des Zahnriemengummis im Vergleich zum Alumini-
umrahmen der Bank reduziert sich fiir den Stahlzahntrieb auf die gleiche Grofien-
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Rahmen

Motor \

Y -Densimeter

Eiskern in Packfolie M €ielektrodenpaar

Abbildung 4.1: Prinzip der Melbank

Der prinzipielle Aufbau der zerlegbaren Feldmefibank ist gezeigt. Der Rahmen der Mef3-
bank ist aus Profilschienengrundelementen zusammengeschraubt. Im Rahmen ist oben
in der Mitte eine Linearfiihrungsschiene angebracht. Die Eiskernprobe wird in Packfolie
verpackt entlang der Linearfiihrung an einem vom Schrittmotor angetriebenen Schlitten
hiéingend an den Meffiihlern vorbeigefiihrt. Die in dieser Arbeit beschriebene Bank verfiigt
iiber einen aus dem Meflelektrodenpaar gebildeten Kondensator zur Messung der dielektri-
schen Eigenschaften sowie iiber ein y-Densimeter. Der modulare Aufbau der Bank erlaubt
noch weitere Mef3fithler hinzuzufiigen, sofern sie durch die Packfolie nicht zu stark beein-
trichtigt werden.

ordnung wie fiir den Aluminiumrahmen [Lipsmeier und Teml, 1993, Tab. 4.4 & 2.4].
Selbst bei einer Temperatur von —30 °C traten keine mechanischen Probleme auf.

Eine Auslegung der Bank mit bewegtem ~-Densimeter schien nicht sinnvoll, ins-
besondere da zusétzliche in Abbildung 4.7 gekennzeichnete Bleiabschirmplatten zur
Verfiigung stehen. Eine Bank mit verfahrbarem etwa 100 kg schwerem ~-Densimeter
erfordert eine wesentlich stiarkere Auslegung der Linearfithrungskomponenten und
des Motors. Die hier beschriebene Bank ist auf die Messung von relativ kurzen, 1 m
langen geschnittenen Kernabschnitten ausgelegt, so dafi die Verlangerung der Bank
um eine Kernldnge im Vergleich zu einer Meflbank mit stationdrem Kern unproble-
matisch ist. Beim Einsatz im Rahmen einer Tiefbohrung mit 2 m bis zu 4 m langen
Kernen ist eine Bank mit bewegten Meffiihlern in Betracht zu ziehen, da der hohere
Aufwand beim Aufbau der Mefibank durch eingesparten Laborplatz iiberkompen-
siert wird.

4.1.1.1 Eiskernfiihrung in Packfolie und Auswirkung auf die Messungen

Die von allen Seiten erforderte Zugénglichkeit des Kerns fiir die DEP Messung war
bei fritheren DEP-Apparaturen mit vollstdndig automatisierter Kernmessung tech-
nisch durch Beschaltung einer halbschalenférmigen Kernablage als Gegenelektrode
gelost worden. Die Vermeidung von Streukapazitidten durch Kabeldeformation [Wil-
helms et al., 1998] oder im Schaltkreis eingebaute Relais [Moore und Paren, 1987]
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war eine weitere technische Zielsetzung bei der Dimensionierung der hier vorge-
stellten Apparatur. Dies erfordert analog zum ~-Densimeter einen fest eingebauten
MefBkondensator!. Eine technische Losung fiir einen von praktisch allen Seiten fiir
beriihrungsfreie Mefimethoden zugénglichen bewegbaren Eiskern ist die Verpackung
in diinner Packfolie und Authéingung an einem bewegten Schlitten. Das Prinzip der
Eiskernverpackung ist in Abbildung 4.2 und der Packvorgang in Abbildung 4.3 ge-
zeigt. Der um mehr als eine Groflenordnung kleinere Einflufl der Packfolie auf die
Messung der dielektrischen Eigenschaften im Vergleich zu anderen Fehlerquellen
ist in Abschnitt 3.2.6 ausfiihrlich diskutiert. Auch auf die Dichtemessung mittels -
Streuung ist der Einflufl einer 2 x 20 pum dicken Polyéthylenfolie bezogen auf 100 mm
Durchstrahlungsldange im Eiskern vernachléssighar. Der relative Schichtdickenanteil
von ~ 0.4 %o begrenzt den Fehler der durchstrahlten Dicke auf weniger als 2 %o, da
fiir die verwendete Strahlung der Compton-Effekt dominierend ist [Wilhelms, 1996,
Abschn. 3.1.4.3]. Die Schwichung von Strahlung durch den Compton-Effekt ist pro-
portional der Anzahl der Elektronen in einem Volumen. Nach Jaeger und Hiibner
[1974, Tab. 6-8] haben Polyéthylen und Wasser nur um wenige Prozent verschiedene
Elektronenzahlen pro Masse. Wegen der hochstens um einen Faktor vier niedrigeren
Dichte von Firn als Polyathylen schétzt man die Polyathylenschichtdicke zu maxi-
mal ~ 2 %o der Eiskernschichtdicke, was aber im Vergleich zum relativen Fehler der
Durchmessermessung von 5 %o Fehler praktisch vernachlissigbar ist.

4.1.1.2 MeBldatenerfassungssystem

Das Mefdatenerfassungssystem ist dhnlich dem der “GRIP-Mefbank” [Wilhelms,
1996, Abschn. 1.3] und der AWI-DEP-Apparatur [Wilhelms, 1996, Abschn. 2.2.3.2].
Es ist in der Programmiersprache C [Kernighan und Ritchie, 1990] imple-
mentiert und verwendet die NI-488.2T™ Bibliothek zur Ansteuerung der dem
IEEE 488.2 Standard folgenden AT-GPIB/TNT-Schnittstellenkarte? der Firma Na-
tional Instruments® unter DOS [GPIB, 1995; GPIB, 1996a; GPIB, 1996b]. Die An-
steuerung des Schrittmotors [PI, 1987] erfolgt in einer gerdteeigenen Programmier-
sprache [PI, 1988] iiber die GPIB Schnittstelle. Die Mefibriicken zur Vermessung des
MeBkondensators steuert man ebenfalls in einer gerétespezifischen Sprache [HPLCR,
1994; HPLCR, 1996] iiber die GPIB Schnittstelle. Zunéchst wurde zur Erfassung
der vom ~-Densimeter iibergebenen strahlungsintensitéits- bzw. detektortempera-
turproportionalen Spannungswerte das Keithley Digital Multimeter 199 [Keithley,
1988] iiber die GPIB Schnittstelle betrieben. Die Ersetzung des Multimeters durch
ein modernes HP34970A Multimeter [HPDMM, 1997 der Firma Hewlett Packard
beschleunigt die MeBdatenerfassung merklich und wird die Geauigkeit zukiinftiger
Messungen merklich verbessern.

Zur MeBdurchfiihrung wird der in Folie verpackte FEiskern unter den Schlitten
gehédngt und die Hohe der Kernmitte mit den Réandelschrauben der Aufhéingung auf
die Mitte des Mekondensators justiert. Nach der Durchmessermessung mit einem

!Man kann auch die Mefbriicke synchron mit den Elektroden bewegen, dies war aber im engen
Zeitrahmen beim Bau der Bank nicht durchfiihrbar. Bei Bewegung der Mefibriicke in der Appa-
ratur ergibt sich zwangsldufig eine weniger kompakte Dimensionierung und erfordert eine solidere
mechanische Auslegung.

2GPIB ist eine Abkiirzung fiir (engl.) General Purpose Interface Bus.
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Abbildung 4.2: Packprinzip fiir Eiskerne

/ Flhrungsschiene

Packfolie

s Kunststoffplatte

Der Eiskern wird mit einer =~
17 pm starken Polyathylenpackfo-
lie einfach umschlagen. Die offe-
nen Enden legt man mit leichtem
Spiel zwischen zwei ~ 0.8 mm star-
ke glasfaserverstirkte Kunststoff-
platten. Die auflen um die Kunst-
stoffplatten gefithrte Polyathylen-
folie klemmt man zwischen zwei L-
Profile zur Erhohung der Léngssta-
bilitét. Die straffe Spannung der
Folie und damit gerade Fiihrung
des Eiskerns entlang der Kunst-
stoffplatte erzielt man durch an-
ziehen der am Ende des Packvor-
gangs durch Vorbohrungen einge-
setzten Verschraubung.

(© Hans Oerter, Februar 1998

Abbildung 4.3: Einpacken eines Eiskerns im Feldeislabor

Das Photo zeigt das Verpacken eines Eiskerns in

17 pm dicke Polyéthylenfolie im in

den Schnee gegrabenen Feldeislabor. Die Klemmleisten klemmen die Folie locker, und auf
die herausschauenden Klemmschrauben werden Muttern aufgesetzt. Beim Anziehen der

Muttern wird der Eiskern fest in der Folie vorgespannt. Er folgt dann dem im Rahmen
héingenden Eiskern unmittelbar an einem Schlitten aufgehéingt. Im Hintergrund teilweise
verdeckt sind die Kisten mit der Meldatenerfassungselektronik zu erkennen.
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Tabelle 4.1: Kenngroflen der Mefibank mit 100 mm Nenndurchmesser
Die Abmessungen der Elektroden mit 110 mm bzw. 80 mm Nenndurchmesser sind den
Eichausdrucken zu entnehmen. Bei Bearbeitung entsprechender grofi- bzw. kleindiame-
trischer Kerne wurde ebenfalls jeweils ein Fehler von 1 mm fiir den Kerndurchmesser
angenommen.

Kenngroflen des Kondensators mit 100 mm Nenndurchmesser

GroBe Symbol Wert Fehler
effektive Dielektrizitétskonstante € siehe Abschnitt 3.2.7
Oberflachenstrome %—; siehe Abschnitt 3.2.3
Elektrodendurchmesser 2a 100.8 mm | 0.2 mm
Eiskerndurchmesser 20 ~ 98 mm 1.0 mm
Mefelektrodenbegrenzungswinkel 13  rad 0.015 rad
Dielektrizitéitskonstante der Isolierschicht €a ° °
Realteil Re(ea) 1 0
Imaginérteil Im(e,) 0 0
Kovarianz CRe(ea)Im(ea) ° 0

Mefschieber und der Niederschrift von Absplitterungen und Briichen im Protokoll
zur wihrend der Auswertung vorgenommenen Markierung unverlafllicher Kerntie-
fenbereiche wird der Schlitten mit dem FEiskern mittels des Schrittmotors bewegt
und zur im folgenden beschriebenen Durchfiihrung der Messungen mit dem MeB-
kondensator bzw. dem y-Densimeter jeweils an der Mefposition angehalten.

4.1.2 MeBkondensator

Bei der technischen Umsetzung ist dem den theoretischen Betrachtungen in Kapi-
tel 2 und 3 entsprechenden Kondensator noch eine Abschirmung zur Elimination
der Kapazitdt im Auflenraum hinzuzufiigen. Abbildung 4.4 illustriert den prinzi-
piellen Aufbau der in Abbildung 4.5 in ihrer mechanischen Ausfithrung gezeigten
Abschirmung.

Der Auswertegang der Messungen wurde in Abschnitt 3.1.3 bereits beschrieben. Fiir
die Durchfiihrung einer Fehlerrechnung nach Abschnitt 3.2 benétigt man neben den
bereits in Abschnitt 3.1.4 angegebenen partiellen Ableitungen der Dielektrizitéts-
konstanten des Eiskerns nach den Apparaturparametern de* /0w die im folgenden
kurz diskutierten und in Tabelle 4.1 aufgelisteten Fehler dieser Apparaturparameter.

Die Eichung nach Abschnitt 3.2.7 berechnet die effektiven Dielektrizitédtskonstanten
ey mit ihren Kovarianzen. Die Varianzen und Kovarianzen berechnen sich entspre-
chend der Fehlerfortpflanzung nach Abschnitt 3.2.1 aus den dem Kopf der Eich-
grafik (Beispiel in Abbildung 3.6 auf Seite 78) entnommenen Fehlern. Die Fehler
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Abbildung 4.4: Schnitt durch den Melkondensator

Der gezeigte Schnitt ruht in ei-
ner Ebene senkrecht zur Zylin-
derachse in Hohe der Meflelektro-
de. Der Luftspalt zwischen Eis-
kern und Elektrode ist mnicht
mafstabsgetreu. Aufhidngung und
Packfolie sind nicht eingezeich-
net. Die Mefelektrode ist in ei-
ner Schutzelektrode gefafit. Ein
Beitrag der Kapazitdt zwischen
MeB- und Gegenelektrode im Au-
fenraum wird durch die un-
mittelbar an die Schutzelektrode
angeschlossene Abschirmung ver-
hindert. Der Elektrodendurchmes-
ser 2a, der KEiskerndurchmesser
2b und der Meflelektrodenbegren-
zungswinkel ¢ sind eingetragen.

AbSChI rmung

(© Hans Oerter, Februar 1998

Abbildung 4.5: Meflelektrodenpaar im Einbaurahmen
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fiir die Geometrie des Meflkondensators sind aus dem Kopf des Eichausdrucks (Ab-
bildung 3.6) unmittelbar in Tabelle 4.1 {ibertragen. Der Durchmesser des Eiskerns
2b wurde iiber nach Augenmaf} geschéitzte Intervalle gleichen Durchmessers 2b mit
einem Meflschieber gemessen, so dafl fiir eine unter Zeitdruck durchgefiihrte Rou-
tinemessung ein Fehler von 0.5 mm zu veranschlagen ist. Da in die Kernmefibank
noch keine Kernpositionierung eingebaut ist, werden zu dem Durchmessermeffeh-
ler noch weitere 0.5 mm Kernpositionierungsfehler hinzugenommen, so daf} sich ein
Gesamtfehler fiir den Kerndurchmesser von A2b = 1 mm ergibt. Die hier angegebe-
nen Fehler wurden ebenfalls bereits bei der allgemeinen Diskussion der Radienfehler
in Abschnitt 3.2.4 behandelt. Die eben zusammengetragenen Fehler sind Eingangs-
groflen fiir die weitere Auswertung mit dem Programm depmeas.c. Bei allen in der
vorliegenden Arbeit behandelten Messungen wurden bei den Fehlern Beitrige zu
den Oberfldchenstromen nach Abschnitt 3.2.3 beriicksichtigt.

4.1.3 ~-Densimeter

Der Einsatz von -Strahlen ist ein bewéhrtes Verfahren zur Dichtemessung von Ma-
terialien [Fortescue et al., 1994]. Zahlreiche technische Anwendungen sind beschrie-
ben [Loffel, 1979; Spindler et al., 1988; Loffel, 1989; Smith und Whiffin, 1952; Harris
und Megill, 1953; Fritz und Loffel, 1990]. Geophysikalische Anwendungen an kristal-
linem Gestein [Biicker et al., 1990] und Eis [Bunker und Bradley, 1961] sind in der
Literatur ebenfalls zu finden.

Messungen mit dem ~-Densimeter der Firma Ldffel sind eine Standardmefimethode
auf der “GRIP”-Mefbank [Minikin und Kipfstuhl, 1992; Gerland et al., 1994; Ger-
land et al., 1996; Gerland et al., 1999]. Eine ausfiihrliche Beschreibung mit Feh-
lerrechnung und Ableitung der Grundlagen findet man in Wilhelms [1996]. Ein in
den wesentlichen Komponenten baugleiches y-Densimeter mit einer Aktivitdt der
137Cs-Quelle von 0.7 Ci = 26 GBq (Referenzjahr 1990) war beim Aufbau der MeB-
bank von einer nicht mehr weiter betriebenen Sedimentkernanalysebank [Gerland,
1993; Gerland und Villinger, 1995] vorhanden. Die um etwa einen Faktor 4 gerin-
gere Aktivitiit als die 3 Ci = 111 GBq (Referenzjahr 1991) der *"Cs-Quelle auf der
“GRIP”-Mefibank [Wilhelms, 1996] stellt keine prinzipielle technische Begrenzung
dar, da man zur Erzielung vergleichbarer Fehler viermal solange messen kann, oder
bei gleicher MeBzeit nach dem v/N-Gesetz nur einen doppelt so grofien Fehler hin-
nehmen mufl. Abbildung 4.6 zeigt das stark vereinfachte Prinzip des y-Densimeters.
Abbildung 4.7 ist eine wiahrend des Betriebs in der Meflbank aufgenommene Pho-
tographie des Densimeters.

4.1.3.1 Strahlenschutzmafinahmen

Die y-Strahlungsquelle wurde moglichst weit entfernt vom Arbeitsplatz des Bedie-
ners am Anfang (in Abbildung 4.1 auf Hohe des Eiskerns) der Mefbank unmit-
telbar vor dem Kernentnahmebereich positioniert. Eine zusétzlich um die y-Quelle
angebrachte Bleiabschirmung (siche Abbildung 4.7) und nur kurze Aufenthaltszei-
ten neben dem ~-Densimeter zum Entladen des Kerns tragen den Grundregeln des
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Strahlenschutzes [Vogt und Schultz, 1992, Abschn. 9.1] Rechnung. Dosisleistungs-
messungen im Feldlabor ergaben an allen sténdigen Arbeitspliatzen, die wenigstens
2.5 m von der Quelle entfernt gehalten wurden, keine signifikante Erhchung iiber die
natiirliche Ortsdosisleistung hinaus. Selbst unmittelbar an der Bleiabschirmung war
die gemessene Ortsdosisleistung weniger als eine Groflenordnung iiber die natiirli-
che Ortsdosisleistung hinaus erhoht. Die Bank wurde im Feldlabor an der Schnee-
wand positioniert, so dafl niemand in den Strahl treten konnte. Der MefSbereich und
riickwértige Bankbereich in Strahlrichtung ist bei ge6ffnetem Strahler Kontroll- oder
sogar Sperrbereich im Sinne der Strahlenschutzverordnung (StrlSchV) [Veith, 1993]!
Dies ist bei der Positionierung der Bank im Labor zu berticksichtigen. Insbesondere
wenn die Strahlrichtung in die Wand zu benachbarten Réumen gerichtet ist.

4.1.3.2 Auswertung und Fehlerrechnung

Der Auswertegang folgt im wesentlichen dem in Wilhelms [1996, Abschn. 4.3.3] be-
schriebenen. Abweichend vom in Wilhelms [1996] beschriebenen Vorgehen wird bei
den hier vorgenommenen Messungen der Tiefpall [Tietze und Schenk, 1991] (engl.
Lowpassfilter) zur Glattung des Signals statt auf 1 s auf die kiirzest vorwéahlbare
Zeitkonstante von 0.01 s eingestellt und mit einem Voltmeter in im Vergleich zur
Zeitkonstanten groflen Zeitabstdnden 5 Meflwerte genommen. Zur Auswertung wird
der Mittelwert der Intensitét [, nach durchstrahlter Lénge im Eis 0 und der Fehler
des Mittelwerts ARI, aus den 5 Messungen gespeichert®. Gegeniiber der Messung
eines Meflwertes mit einer analogen Mittelung iiber eine lange Zeitkonstante auf
der “GRIP”-Meflbank hat diese Verfahrensweise den Vorteil, dal neben dem Mit-
telwert auch die statistische Schwankung bestimmt wird und keine Beeinflussung
der Messung durch die unmittelbar vorher gemessene Mefiposition durch zu lange
Abklingzeiten des Filters stattfindet.

Die Intensitéten der Luftmessung werden auf die gleiche Weise téglich vor und nach
den Eiskernmessungen aus 101 Mefwerten bestimmt. Bei den in dieser Arbeit vor-
gestellten Eiskernmessungen stimmen die Mittelwerte der Luftmessungen vor und
nach der Eiskernmessung innerhalb von zwei Standardabweichungen der Mittelwer-
te, die in der Groéfenordnung der systematischen Verstarkungsdrift der Elektronik
iiber 24 Stunden ATSI = 2 %o nach Spezifikation [Loffel, 1989] liegen, iberein. Des-
halb kann die Intensitdt der Luftmessung [, getrost als gewichteter Mittelwert der
Mefreihe vor und nach der Messung mit entsprechend berechnetem Fehler ARI,
angesetzt werden. Sollte bei zukiinftigen Messungen eine groflere Diskrepanz der
Intensitédten der Luftmessung vor und nach den Eiskernmessungen auftreten, so ist
eine mogliche Ursache die Schwankung der bei jeder Messung routineméfig erfaliten
Detektortemperatur. Falls dann eine Korrektur der Intensitétsschwankungen iiber
die Detektortemperatur nicht moglich ist, so sind héufiger Luftmessungen vorzuneh-
men.

Die Dichtebestimmung folgt dem Lambert-Beerschen-Gesetz, das eine exponentielle
Schwichung der Ausgangsintensitéit [y eines y-Strahls mit der durchstrahlten Lange

3Der Schiitzwert des Erwartungswertes ist nach Abschnitt 3.2.1 gerade der Mittelwert und der
Fehler des Mittelwerts ist die durch die Wurzel der Anzahl der Messungen geteilte Quadratwurzel
der empirischen Kovarianz [Barlow, 1989, Abschn. 4.2.1].
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Szintillationsdetektor

Kollimator

Abbildung 4.6: Prinzip des y-Densimeters

Das 7-Densimeter besteht aus einem radioaktiven Strahler und einem Szintillationsde-
tektor. Der radioaktive Strahler ist ein Transportbehélter mit einem 37Cs-Priparat. Der
Szintillationsdetektor ist ein Plastikszintillator mit einer Photomultiplierréhre. Im Strah-
lengang befinden sich zur Biindelung des Strahls Bleikollimatoren. Das Mefprinzip folgt
der Anwendung des Lambert-Beerschen Gesetzes. Die in der Zeichnung nicht néaher ange-
deutetete Strahlabschwichung durch den Eiskern wird im Vergleich zu einer Luftmessung
betrachtet.

I

F
_a— Szintillationsdetektor

Eiskernin
Packfolie

(© Hans Oerter, Februar 1998

Abbildung 4.7: y-Densimeter
Als y-Quelle dient ein '37Cs-Priparat in einem Bauart gepriiften Typ B(U) Abschirm-
behélter Gammamat TI-F der Firma Isotopentechnik Dr. Sauerwein. Der aus einem Pla-
stikszintillator mit nachgeschaltetem Photomultiplier aufgebaute Szintillationsdetektor be-
findet sich in einer wasserdichten Ummantelung.
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im Material 9 auf eine Intensitat I, beschreibt:

py=——1In—. (4.1)

Die angegebene Form beriicksichtigt die in dieser Arbeit verwendeten Grofien und
faBit die Streueigenschaften des Wassermolekiils im sogenannten Massenabsorpti-
onskoeffizienten a = 0.085645 <22 mit einem relativen Fehler 29 — 1 %o [Wilhelms,
1996, Gln. (3.5) & (3.10)] zusammen.

Der Durchmesser des Eiskerns 2b wurde, wie im vorangegangenen Abschnitt 4.1.2
beschrieben, mit einem Mefschieber gemessen und ein Meffehler von A2b = 0.5 mm
angenommen. Da der Kern bezogen auf den Meflkondensator justiert wird, beriick-
sichtigt die grofiziigige Schatzung der Strahlablage zu y = 5 mm die geschétzte Ab-
lage der Referenzmitten vom Mefkondensator zum ~-Densimeter. Die tatséchlich
durchstrahlte Lange 0 eines Zylinders vom Radius b mit Strahlablage 1y berechnet
man aus elementargeometrischen Betrachtungen zu 9 = 2/0?> — n? [Wilhelms, 1996,
Abschn. 4.3.3.1]. Der Fehler Ad der durchstrahlten Solldnge @ = 2b berechnet sich
dann als quadratische Addition des Durchmesserfehlers A2b und der Léngenénde-
rung durch die Strahlablage:

Ad = \/(AQb)2 + (20— 202 — p2)2 (4.2)

Bezogen auf die durchstrahlte Sollinge 0 = 2b berechnet man den relativen Fehler
der durchstrahlten Lénge:

PG )

Die gemessenen relativen Fehler der Intensitéiten der Luftmessung AR,/ und nach
durchstrahltem Eiskern gemessenen Intensitit ARI,/I, setzt man gemeinsam mit
den eben diskutierten Fehlern in die Fehlerfortpflanzungsformel fiir den relativen
Fehler der Dichte aus der Gammastreumessung ein [Wilhelms, 1996, Gl. (4.9)]:

2 2
A Aa\? (A 1 Al 1 AI
i (—)+(—)+ e e e = IR W)
P~y « 0 In ﬁ Iy In ﬁ I,
Bevor die Prézision der auf diese Weise bestimmten Dichten aus y-Streumessungen
zu einem Relativfehler in der GroBenordnung von 1 % im iibernéichsten Abschnitt an

einem Beispiel diskutiert wird, sei zunéchst noch die Anwendung der in dieser Arbeit
entwickelten Algorithmen auf die frither benutzte DEP-Mef3bank kurz beschrieben.

4.1.4 Meflanwendungen mit der friiher
beschriebenen DEP-Mefibank

Die Fehlerrechnung der frither beschriebenen DEP-Mefibank [Wilhelms et al., 1998]
beriicksichtigte keine Fehler durch Luftspalte, da kein mathematisches Modell zur
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Berechnung der Abhéngigkeit von Luftspalten vorhanden war und die im Vergleich
zu Luft geringen Unterschiede der hochfrequenten Dielektrizitétskonstanten keinen
nennenswerten Fehlerbeitrag erwarten lieBen. Die Abschitzung in Wilhelms [1996,
Abschn. 2.2.4] folgte einer Abschétzung mit den Auswertealgorithmen nach Gross et
al. [1980]. Durch Anwendung der in den Kapiteln 2 und 3 dieser Arbeit abgeleiteten
Theorie auf die frither beschriebene Meflbank wird die Radienkorrektur implemen-
tiert und der Fehler durch verbleibende Luftspalte in die Fehlerrechnung integriert.
Da die Mefibank nicht {iber eine Kernpositionierung verfiigt, nimmt man fiir den
Durchmesserfehler abschétzend die Differenz aus Elektrodendurchmesser und Eis-
kerndurchmesser 2a—2b an, zu der man den 0.5 mm Fehler der Durchmessermessung
quadratisch addiert.

Die Eichung der Mefibriicke erfolgt im wesentlichen wie bei Verwendung des Eich-
standards in Abschnitt 3.2.7.5. Der Eichdatensatz wird aus der statistischen Aus-
wertung einer Luftmessung gewonnen. Im Gegensatz zur Verwendung der Standard-
abweichungen der Mittelwerte bei der Eichung der fest verkabelten Elektroden in
Abschnitt 3.2.7.1 berechnet man hier die statistischen Fehler der Erwartungswerte
von Kapazitit C' und Leitwert G als Standardabweichungen ARC und ARG, da eine
leichte Variation beider Grofien entlang der Meflbank aufgrund von Kabeldeforma-
tion und leicht variierenden Kontakten zu erwarten ist. Deshalb ist die Luftmessung
entlang der Mefibank keine wiederholte Messung derselben Gréfle und die Varia-
bilitdt reduziert sich nicht durch Mittelung. Bei der Berechnung des Fehlers des
Mittelwerts als durch die Wurzel der Meipunktanzahl geteilte Standardabweichung
[Barlow, 1989, Abschn. 4.2.1] (v/N-Gesetz) nimmt man die Verkleinerung des Feh-
lers durch wiederholte Messung gerade an.

Bei der Anpassung einer einfachen Proportionalitdt zwischen dem Mef3- und dem
Eichdatensatz aus Metallrohren verschiedenen Durchmessers in Abschnitt 3.2.7.3
wurde der Fehler der Leerkapazitit nach Annahme der Hypothese eines propor-
tionalen Verhaltens der Meflbriicke aus der statistischen Auswertung direkt be-
stimmt. Eine statistische Auswertung macht mit dem einzelnen MeBpunkt der
Luftmessung keinen Sinn. Zum relativen Fehler der Leerkapazitit AC,/Cy =
V(AS|Z/1Z])2 + (ARCy/Cp)? tragen die relative Abweichung des gemessenen Im-
pedanzbetrags der MeBbriicke AS|Z|/|Z| als systematische Fehlerquelle und der re-
lative Fehler ASCy,/Cy der Luftmessung zur Beschreibung der leichten Kapazititsva-
riation entlang des von der Mefelektrode beschriebenen Weges um den bestimmten
Mittelwert Cy bei.

Der um etwa eine Groflenordnung groflere Leitwert der Leermessung G der frither
benutzten Apparatur hat seine Ursache wohl in grofleren Masseschleifen durch die
schlechteren Kontakte der verschraubten Aluminiumelemente und den nicht spe-
ziell auf die Briicke abgestimmten Standardkoaxialkabeln. Demgegeniiber sind die
Elektroden des in Abschnitt 4.1.2 beschriebenen Meffkondensators fest mit einem
speziellen als Zubehor zur Mefibriicke gelieferten Kabel mit der Schutzelektrode als
gemeinsamen eindeutig bestimmten Apparaturerdungspunkt an die Briicke ange-
schlossen. Der Leitwert der Leermessung GG wird deshalb zunéchst von den an der
jeweiligen Kernposition gemessenen Leitwerten subtrahiert.

Die Fehler des Betrags der komplexwertigen Kapazitiat |C*| des einzelnen Mewer-
tes berechnet man nun analog zum Fall der fest verkabelten Elektroden nach Ab-
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Tabelle 4.2: Kenngroflen der frither beschriebenen DEP-Mef3bank
Der Durchmesserfehler ist die quadratische Addition des Mefifehlers und der Differenz
zwischen Elektroden- und Kerndurchmesser. Der Eichfehler ergibt sich aus der Spezifika-
tion der Meflbriicke und aus an der Meflbank mit einem Eichstandard vorgenommenen
Eichmessungen zur Schitzung des Impedanzbetragsfehlers.

Kenngroflen des frither beschriebenen DEP-Kondensators

GroBe Symbol Wert Fehler
effektive Dielektrizitétskonstante € siche Text
Oberflachenstrome %—; siehe Abschnitt 3.2.3
Eiskerndurchmesser 2b siehe Text
relativer Impedanzfehler bei 250 kHz AFZ"Z‘ siehe Text 0.03
Elektrodendurchmesser 2a 100 mm 1.0 mm
Mefelektrodenbegrenzungswinkel 13 £ rad 0.015 rad
Dielektrizitétskonstante der Isolierschicht €a ° °
Realteil Re(e,) 1 0
Imaginérteil Im(e,) 0 0
Kovarianz CRe(ea)Im(ea) ° 0

schnitt 3.2.7.5 mit Relation (3.35) auf Seite 84. Bei der Berechnung der Varianz
der Phase der komplexwertigen Kapazitdat arg C* beriicksichtigt man hier den ge-
messenen Leitwert der Luftmessung G nicht, da er wie oben erwdhnt gerade als
Untergrund von den MeBdaten abgezogen wurde, d.h. die Varianz der Phase be-
rechnet sich analog zum fest verkabelten Elektrodenpaar nach Relation (3.36) auf
Seite 84 mit nicht beriicksichtigtem arctan-Term. Die bei dieser Vorgehensweise ver-
nachléssigte Variation des EinzelmeBwertes beriicksichtigt man durch Einfithrung
der von Wilhelms [1996, Tabelle 2.1] gefundenen relativen Abweichung des Impe-
danzbetrags AS|Z|/|Z| = 3 % fiir bei einer Mefifrequenz f = 250 kHz gemesse-
ne Kapazitdaten zwischen =~ 60...200 fF in die Fehlerrechnung. Dazu addiert man
zum Fehler des Betrages der komplexwertigen Kapazitit quadratisch den zugeord-
neten Absolutfehler AS|Z|/|Z] x |C*|. Aus dem fiir den Impedanzbetrag angege-
benen relativen Fehler A®|Z|/|Z| berechnet man den Absolutfehler des Phasenwin-
kels — der Spezifikation der Mefibriicke [HPLCR, 1994, S. 9-8 & 9-16] folgend — zu
ASarg |Z| = AS|Z|/|Z] rad.

Die Berechnung der gemessenen effektiven Dielektrizitdtskonstanten e aus den
Mefidaten und die Berechnung ihrer Fehler erfolgt nun vollkommen analog zu al-
len vorangegangenen Betrachtungen zu den fest verkabelten Elektroden. Tabelle 4.2
gibt einen Uberblick iiber die im Anhang B im Eichskript caldev.gmt auf die eben
beschriebene Weise implementierte Auswertung von auf der frither beschriebenen
DEP-Mefibank vorgenommenen Messungen.
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4.1.5 Diskussion und Vergleich mit fritheren Messungen

Als Mefbeispiel werden nun exemplarisch auf der MeSbank am Eiskern B32 [Oerter
et al., 2000] bei einer MeBfrequenz f = 250 kHz im Feld gemessene dielektrische Ei-
genschaften und im Anschlufl daran Dichtemessungen mittels y-Streuung diskutiert.
Die kurze Betrachtung der Messung des Firnkerns FB9707 [Oerter et al., 1999] auf
der frither benutzten Bank dient als Beispiel der fiir die alte Bank analog im unmit-
telbar vorangegangenen Abschnitt implementierten Fehlerrechnung und zeigt den

Sprung zur wesentlich verbesserten Meflgenauigkeiten mit der kombinierten Kern-
bank.

4.1.5.1 Eichung hochfrequenter dielektrischer Messungen

Der mit dem FEichskript aus den Rohdaten erzeugte Datensatz der effektiven Dielek-
trizitdtskonstanten e ist im Prinzip noch kein direktes Abbild der Kerneigenschaf-
ten, da der EinfluB des Luftspalts noch nicht korrigiert ist. Der in Abbildung 4.11
gezeigte Datensatz der effektiven Dielektrizitétskonstanten €} wird deshalb nur in
Bezug auf Fehlerabhéngigkeiten des Real- (¢}) und negativen Imaginérteils (&},”)
von der Eichung diskutiert. Tiefenbereiche, fiir die der angegebene Fehler wegen
schon vor der Messung identifizierter schlechter Kernqualitidt durch Briiche oder
Absplitterungen nicht garantiert werden kann, sind im Gegensatz zum hier disku-
tierten schwarz eingetragenen Datensatz lediglich hellgrau unterlegt. Die relativen
Fehler von Real- (¢%/) und negativem Imaginérteil (eX") Aef'/ex’ bzw. Aek” /e

m

und ihr Korrelationskoeffizient R(e}’, €t ") berechnen sich mit den Relationen (3.41)
bis (3.43) auf Seite 85 aus dem Betrag |C*| und der Phase arg C* der komplexwerti-
gen Kapazitit C*, sowie der inversen Leerkapazitit Cio Zusétzlich gehen die Fehler
dieser drei eben erwidhnten Gréflen ein. Trotz der Abhéngigkeit der fortgepflanz-
ten Fehler von sechs Parametern treten in bestimmten Bereichen charakteristische
Eigenschaften der urspriinglichen Eichung (Abbildung 3.6 auf Seite 78) in den Feh-

lerreihen nachvollziehbar auf.

Die aus Abbildung 4.8 abgelesenen ein bis zwei Prozent Relativfehler des Real- und
des Imaginérteils liegen in der gleichen Groflenordnung wie der Relativfehler des
Kapazitiatsbetrages A|C*|/|C*| = Alex|/|ex| ~ % ~ 0.3...1 %. Der absolu-
te Fehler der Kapazititsphase arg C* = arge® ~ 5 x 1072 = 0.5 % tritt in den
Summanden der Fehlerfortpflanzungsformeln nach den Relationen (3.41) bis (3.43)
grundsétzlich mit dem Kapazititsbetrag |C*| gemeinsam auf und ist deshalb unmit-
telbar mit den Relativfehlern vergleichbar. Ausdruck dieses Sachverhaltes ist auch
das schon im vorangegangenen Abschnitt erwdhnte Einsetzen des Betragsrelativfeh-
lers als Phasenabsolutfehler nach der Spezifikation der Mefibriicke [HPLCR, 1994,
S. 9-8 & 9-16]. Der relative Fehler der Leerkapazitét AC—COO = 0.15 % ist im Vergleich
zu den Fehlern der effektiven Kapazitit C* relativ klein. Die Konsistenz der ge-
fundenen Fehlerabhéngigkeiten mit der nach Spezifikation vorgegebenen Gleichheit
von Impedanzbetragsrelativ- und Phasenabsolutfehler und eines im Vergleich dazu
kleinen Leerkapazitiitsfehlers, der als Fehler einer durch y2-Anpassung gemittelten
GroBe klein zu erwarten ist, stdrken das Vertrauen in die von der Eichung bestimm-
ten ein bis zwei Prozent Relativfehler der Komponenten der effektiven Dielektri-
zitdtskonstanten £* . Die Ubereinstimmung des Zahlenwerts des Relativfehlers der
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Leerkapazitit Accgo = % mit dem in die Eichung eingebrachten Relativfehler

der theoretisch berechneten Leerkapazitéit ist Ausdruck des hohen Gewichts dieses
Punktes bei der Anpassung der Eichproportionalitéit im Vergleich zum auf den ein-
gebrachten Metallrohren basierenden Eichstandard mit noch verbesserungsfihigen
mechanischen Toleranzen.

Die geringe Variabilitdt der beiden Relativiehler Ae’ /e’ und Ael” /et im Tie-
fenbereich zwischen 5 m und 33 m — entsprechend Betrégen der effektiven Dielektri-
zitdtskonstanten |ef | zwischen 2 und 2.6 — korrespondiert mit dem parallelen Ver-
lauf der Kapazitat C' und des Betragsfehlers der effektiven Dielektrizitétskonstanten
Ale® | in Abbildung 3.6. Damit ist das fiir den Kapazititsbetrag bei der Bildung
des Relativfehlers berechnete Verhaltnis aus Absolutfehler zur Grofle selbst nahezu
A|C*|/|C*| konstant. Die jeweils ersten vom Fehler des Kapazititsbetrags abhéngi-
gen Summanden in den Relationen fiir die Fehler von Real- und Imaginéarteil der
effektiven Dielektrizitdtskonstanten €, sind mit den eingesetzten Werten mit fast
einer Groflenordnung fithrend. Konsistent damit ist der in guter Ndherung gleich
grofle Relativfehler fiir Real- bzw. Imaginérteil, da die Phasenterme cos arg C* bzw.
sin arg C* ebenfalls herausdividiert werden. Die drei im Tiefenbereich befindlichen
Spitzen auf der Kurve {iberschreiten den Bereich des parallelen Verlaufs von Be-
tragsfehler und Betrag in den Bereich mit leicht mit der Kapazitit abnehmendem
Betrag des Fehlers (siche Abbildung 3.6). Der geringere Relativfehler ist mit dieser
Beobachtung konsistent. Zu grofleren Tiefen hin werden die Fehler von Betrag und
Phase konstant und die Relativfehler verkleinern sich weiter durch die anhaltend
mit der Kerntiefe betragsméfig zunehmenden effektiven Dielektrizitétskonstanten.
Ab einer Kerntiefe von etwa 95 m wachsen die effektiven Dielektrizitétskonstanten
mit der Tiefe nur noch so schwach, dal die Relativfehler von diesem Punkt an quasi
konstant bleiben.

Fiir den Korrelationskoeffizienten QR(ef’, 5") = —Cre (c2 )im (e2)/(Ach) Acr”), mit
nach Relation (3.43) berechneter Kovarianz €ge (s yim (2 ), €rwartet man bei zunéchst
fiihrendem Fehler des Betrags €jc«|c+| einen vom Vorfaktor sin arg C* cos arg C*
mit Variation der Phase von & 0°... — 45° beschriebenen Anstieg. Mit zunehmen-
der Tiefe wichst mit wachsendem Betrag der Kapazitit nach Abbildung 3.6 auch
der Fehler der Phase und lifit insgesamt den Term |C*|? Carg crarg ¢+ 10 die gleiche
GroBenordnung wie €|+ anwachsen. Beide Terme treten in Relation (3.43) in
einer Differenz auf und die Kovarianz beschreibt einen leichten Abfall, der durch
die Division mit den ebenfalls wachsenden Fehlern beim Korrelationskoeffizienten
noch verstarkt wird, bis sich, wie bei den relativen Fehlern der effektiven Dielek-
trizitdtskonstanten auch, ab etwa 95 m ein auch mit zunehmender Tiefe im Mittel
konstantes Verhéltnis einstellt.

4.1.5.2 Dielektrische Eigenschaften des Eiskerns bei hohen Frequenzen

Die aus den effektiven Dielektrizitdtskonstanten mit der Theorie bestimmten dielek-
trischen Eigenschaften des Kerns e zeigt Abbildung 4.9. Auf den ersten Blick sind
zwischen den Datensétzen keine Unterschiede auszumachen. Auch die Fehler haben
sich nicht merklich vergréfiert. Dies zeigt, dafl die schon in Abschnitt 3.2.4 erwdhnte
mogliche Dominanz der Fehler der Mefibriicke iiber geometrische Fehler gegeben ist.
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Die bei der Dimensionierung in Abschnitt 3.2 vorgegebene Fehlergenauigkeit im Be-
reich von wenigen Prozent bis zu unter ein Prozent in tieferen Kernbereichen wird
vom gezeigten Datensatz demonstriert. Der aufgetragene negative Imaginérteil der

effektiven Dielektrizititskonstanten ;" = -Z- ist proportinonal der Leitféhigkeit o-.

Die Spitzen mit um Faktor zwei oder mehr erhohter Leitfihigkeit kénnen vulkano-
genem Eintrag zugeordnet werden [Oerter et al., 2000; Sommer et al., eingereicht al.
Die Studie der Akkumulationsrate und anderer Proxyparamter — teilweise bis in
jahreszeitliche Auflésung [Sommer et al., eingereicht b] — sind nicht Gegenstand die-
ser Arbeit und, es sei lediglich auf die Zusammenstellung der bereits an den hier

bearbeiteten Kernen veroffentlichten Studien in Abschnitt 4.2 verwiesen.

4.1.5.3 Beitrag der Theorie zur Behandlung der Isolierschicht
bei hochfrequenten Messungen

Obwohl die Korrekturen der Theorie zur Behandlung der Luftspalte klein sind, er-
reichen sie im Vergleich zur erreichten Fehlergenauigkeit die gleiche Groflenordnung.
Abbildung 4.10 zeigt die durch Anwendung der Theorie um mehrere Prozent zu
hoheren Werten hin korrigierte Leitfahigkeit o. Die relative Korrektur der Leitfahig-
keit ist wegen der oben erwihnten proportionalen Abhéngigkeit vom negativen Ima-
ginérteil der Dielektrizitdtskonstanten die mit diesen Gréflen berechnete Korrektur
(e —er)/er”. Die in der Korrektur der Leitfahigkeit in Abbildung 4.10 beobach-

1
teten Spriinge sind Ausdruck der vorgenommenen Radienkorrektur mit intervallwei-

se gemessenen — ebenfalls in Abbildung 4.10 dargestellten — Eiskerndurchmessern.

Der Realteil der effektiven Dielektrizitdtskonstanten e ist ab einer gewissen Tie-

fe von etwa 35 m grofer als die Dielektrizitdtskonstante des Kerns £'. In Abbil-
dung 3.1a (Seite 51) demonstriert der Schnitt der Konturlinien des Realteils der
effektiven Dielektrizitdtskonstanten Re (e*/e,) mit der reellen Achse Re (g;/e,) bei
hochstens gleich grofien Abszissenwerten, daf fiir rein reelle Dielektrizitédtskonstan-
ten die effektive Dielektrizitétskonstante 5 eines im Kondensator von einem Luft-
spalt €, umgebenen Kerns ¢; grundsétzlich kleiner als die Dielektrizitétskonstante
des Kerns £’ ist?. Bewegt man sich in Abbildung 3.1a von der reellen Achse ausge-
hend parallel zur imaginidren Achse, so wandert man zu Beginn entlang einer Kon-
turlinie und erreicht beim Passieren eines bestimmten Imaginérteils einen Bereich
mit hoherer effektiver Dielektrizitéitskonstante. Anschaulich iiberschreitet man dann
eine hoher gelegene Konturlinie. Die aus der Darstellung der Eiskerneigenschaften
(Abbildung 4.9) fiir eine Tiefe der erstmalig deutlich erkennbaren Korrektur zu klei-
neren Werten des Realteils von 35 m grob abgeschétzten Werte der dielektrischen
Kerneigenschaften €' &~ 2.3 bzw. " ~ 1.4 sind in der in Abbildung 3.1 erreichten
Ablesegenauigkeit die Koordinaten der Ablésung der Konturlinie fiir €’ = 2 von
ihrer auf der rellen Achse im Abszissenschnittpunkt ¢/ = 2 senkrecht errichteten
Tangente. Besonders auch im Bereich hoher Leitfahigkeit durch vulkanogenen Ein-
trag ergeben sich nach der Theorie Korrekturbeitrége zur Dielektrizitétskonstanten
e’ von bis zu 5 %.

4Bei der Betrachtung der reellen Achse ist entsprechend iiber den in Abbildung 3.1a in loga-
rithmischer Darstellung nicht darstellbaren Bereich um verschwindenden Imagiérteil Im (g;/e,) =
—0.0001...0.0001 zu interpolieren.
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Setzt man die mit der Theorie vorgenommenen Korrekturen zur Leitfdhigkeit von
einigen Prozent und den Korrekturbeitrag zur Dielektrizitdtskonstanten vom bis zu
einem Prozent in Relation zu den iiber die gesamte Kernlédnge gefundenen Mef3feh-
lern von weniger als zwei Prozent, so ist der entscheidende Beitrag der theoretischen
Betrachtungen in den vorangegangenenen Kapiteln zur Erzielung der erreichten Ge-
nauigkeit demonstriert.

4.1.5.4 Dichte des Eiskerns aus vy-Streuung

Das in Abbildung 4.11 gezeigte Dichteprofil aus y-Streumessungen bestétigt frither
gefundene Ergebnisse [Gerland et al., 1999; Wilhelms, 1996]. Der von im Mittel 3 %
auf etwa 1.5 % abfallende relative Fehler ist jeweils doppelt so grofl wie die von Wil-
helms [1996, Tabelle 4.1] in Abhéngigkeit von der Tiefe fiir eine Strahlungsquelle mit
vierfacher Aktivitat gefundenen Fehler zwischen 1.65 % in den ersten Kernmetern
abfallend auf 6.6 %o in 100 m Kerntiefe und bestétigt die in Abschnitt 4.1.3 ange-
gebene Prognose fiir den zu erwartenden doppelt so grolen Fehler. Die beobachtete
Schwankung des Relativfehlers Ap, /p., spiegelt die Mefstatistik des y-Densimeters
wieder. Der aus dem Durchmessermefifehler A20 = 0.5 mm und der maximalen
Strahlablage y = 5 mm fiir einen Eiskern mit einem Solldurchmesser 20 = 98 mm
mit Fehlerfortpflanzung nach Relation (4.3) berechnete relative Fehler der durch-
strahlten Lénge im Eiskern Ad/0 = 5 %o und der relative Fehler des Massenab-
sorptionskoeffizienten Aa/a = 1 %o [Wilhelms, 1996, Gln. (3.5) & (3.10)] konnen
nicht fithrend zum relativen Dichtefehler Ap,/p, ~ 1.5 % beitragen. Bei der Be-
rechnung des Dichtefehlers nach Relation (4.4) bleiben dann nur noch die Beitrige
der Intensitédtsmessung als Fehlerquellen iibrig.

Eine statistische Auswertung der Absolutfehler liefert einen Mittelwert (ARp. ) =
0.01 -&5 und eine Standardabweichung AR(Ap,) = 0.0033 —£5 der Standardabwei-
chung der Dichte p,, die mit dem fiir N = 5 Messungen zu (ARp.)/{/2 (N —1) =
0.01/4/2 (5 — 1) = 0.0035 -5 berechneten Schétzwert einer ungerichtet abgeschétz-
ten Standardabweichung der Standardabweichung [Barlow, 1989, Abschn. 5.2.3] gut
iibereinstimmt. Diese Beobachtung stiitzt ebenfalls die Feststellung einer von der
Intensitdtsmessung in fithrender Ordnung bestimmte Fehlerabhéngigkeit der Dich-
temessung. Andererseits ist die maximale systematische Verstarkungsdrift des -
Densimeterdetektors mit AST/I = 2 %o angegeben [Loffel, 1989] und somit der
Standardabweichung AR(ART, /I;) = 3 %o des mittleren relativen Intensitétsfehlers
(ART,/I,) = 8 %o vergleichbar. Nach dem v/N-Gesetz kann der die Messung der
Dichte p, dominierende statistische Fehler durch mehr MeBpunkte weiter reduziert
werden. Nimmt man z.B. 16 mal soviele Messungen an jeder Position wie bisher, so
reduziert sich der mittlere relative Intensitétsfehler (ARI,/T,) auf die gleiche Gréfie
wie der systematische Fehler ASI/I und, eine Reduzierung des Gesamtfehlers der
Intensitdtsmessung um einen Faktor 2.5 ist moglich, falls man auch den Fehler der
durchstrahlten Schichtdicke Ad auf 0.2 mm reduzieren kann. Der Durchmesser ist
mit vertretbarem mechanischen Aufwand in der erforderlichen Prézision mefbar. Die
zur angestrebten Verbesserung der MeBstatistik notige Messung von 80 — 100 MeB-
werten statt 5 an jeder Mefposition sollte durch den in Abschnitt 4.1.1.2 erwédhnten
Austausch des Multimeters gegen ein schnelleres und gleichzeitiger Datennahme fiir
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Abbildung 4.12: Beispiel fiir eine Messung auf der frither beschriebenen DEP-
Mef3bank bei hoher Frequenz

Geeichter Datensatz Radienkorrigierter Datensatz Der geeichte Rohdatensatz gikn und die mit
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die dielektrischen Messungen und die Intensitédtsmessung ohne nennenswerten Zeit-
verlust gegeniiber den hier ausgewerteten Messungen moglich sein. Die Messung
wire dann vergleichbar der in Wilhelms [1996] beschriebenen, d.h. bis auf nicht wei-
ter reduzierbare systematische Fehlergrenzen hin optimiert. Der um einen Faktor
2.5 reduzierte Fehler der Intensitédtsmessung wird insgesamt eine Reduzierung des
Absolutfehlers der Dichtemessung um etwa einen Faktor zwei bewirken. Dann ist
der erreichte Absolutfehler dem Absolutfehler von Ap, = 0.006 _2; des mit einem

Faktor vier hoherer Aktivitéit betriebenen y-Densimeters ebenbiirtig.

4.1.5.5 Messung dielektrischer Eigenschaften eines Firnkerns
mit der friiher beschriebenen DEP-Apparatur

Die auf der frither beschriebenen DEP-Mef3bank [Wilhelms et al., 1998] gemesse-
nen dielektrischen Eigenschaften eines exemplarisch ausgewéhlten Firnkerns FB9707
[Oerter et al., 1999] zeigt Abbildung 4.12.

Die fiir die frither beschriebene DEP-Apparatur angegebenen relativen Fehler der
Leitfahigkeit von 8 — 15 % fiir Kernabschnitte unter- und oberhalb etwa 30 m Kern-
tiefe [Wilhelms et al., 1998] sind im betrachteten Tiefenbereich oberhalb 15 m mit
einem Abfall des Relativfehlers des negativen Imaginérteils der Dielektrizitatskon-
stanten von etwa Aeg" /" = 30 — 15 % gut représentiert, besonders wenn man
bedenkt, dafl die bei ca. —10 °C prozessierten Kerne von Wilhelms et al. [1998]
im Vergleich zum hier vorgestellten bei —30 °C bearbeiteten Kern eine wenigstens
doppelt so hohe Leitfihigkeit hatten. Auch der Fehler des Realteils der Dielektri-
zitdtskonstanten liegt mit Ae*’ /e’ ~ 3.5 % leicht unter dem in der Referenz angege-
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benen Fehler von 4.5 %. Dies demonstriert die Verbesserung der Genauigkeit fiir die
Messung der Dielektrizitédtskonstanten um einen Faktor 2—4 und fiir die Leitfahig-
keitsmessung um einen Faktor 8 bei Einsatz der neuen Meflbank im Vergleich zu
frither beschriebenen.

4.2 Kernmaterial zur glaziologischen
Interpretation und als Testdatenbasis
zur Entwicklung neuer Mef3methoden

Die in diesem Kapitel beschriebene Melbank wurde an 29 Eis- und Firnkernen aus
unterschiedlichen glaziologischen Umfeldern mit einer aufsummierten Kernlédnge von
1373.4 m getestet. Die grofite erreichte Teufe unter diesen Eiskernen aus der Trocken-
schneezone [Paterson, 1994, Kap. 2] ist 148.9 m fiir den wihrend der EPICA Dron-
ning Maud Land Kampagnen 1997-99 [Oerter et al., 2000] gebohrten Eiskern B32.
Der vollstandige Datensatz umfafit weitere mit FB9802-18 bezeichnete bis zu 40 m
abgeteufte Kerne und die iiber 100 m langen Kerne B31-33. Neben einem beim
Pegelfeld Stid an der deutschen Station Neumayer [Schlosser et al., 1999] gebohr-
ten Eiskern FB9801 sind die mit SZ99 bezeichneten obersten 54 m der begonnenen
Tiefbohrung auf der Eiskappe von Severnaya Zemlya [Fritzsche et al., 1999] und
ein Firnkern S7Z9902 Beispiele aus glaziologischen Umfeldern mit auftretender Per-
kolation [Paterson, 1994, Kap. 2|. Mit den erreichten Teufen ist der Bereich der
Verdichtung von Firn zu Eis [Paterson, 1994, Kap. 2] in dem Datensatz enthalten,
und er bildet eine solide Datenbasis zum Studium von mit der Dichte parametri-
sierten elektrischen Mischungsmodellen in Abschnitt 4.3.4. Aufgetragene Ergebnisse
der dielektrischen Messungen der in diesem Abschnitt erwdhnten Eiskerne bei der
hochsten verwendeten Frequenz von 250 kHz findet man in Anhang C. Die zum Ver-
gleich ebenfalls in 5 mm Tiefeninkrementen genommenen Dichtemessungen mittels
v-Streuung sind in Anhang C aufgetragen. Die Eiskerne der SWEDARP 1997/98
Kampange wurden an der Universitdt Stockholm bearbeitet, wodurch der organisa-
torische Aufwand zum Transport der zum ~-Densimeters gehorenden 37Cs-Quelle
zu hoch gewesen wére. Das mit den Mischungsmodellen impelementierte elektrische
Densimeter wurde bei der Bestimmung der Akkumulationsrate an den Kernen von
Camp Victoria [Karlof et al., 2000] und Camp Maudheimvidda [Holmlund et al.,
2000] bereits angewendet. Auch bei den im Blaueis gebohrten Kernen der SWE-
DARP 1997/98 Expedition [Bintanja et al., 1998] liefert das elektrische Densimeter
realistische Dichtewerte. Mef3beispiele fiir Kerne mit etwa 3” Durchmesser sind der
Firnkern H aus dem Einzugsgebiet von Jutulstraumen [Melvold et al., 1999, Kern N]
und der Eiskern S29 vom temperierten nordschwedischen Storglacidren Gletscher,
an dem die Modellierung von synthetischen Radargrammen geplant ist [pers. Mit-
teilung C. Richardson, 1998]. Weitere 10 wihrend der EPICA Dronning Maud Land
Kampagne 1996/97 gebohrte und auf der frither beschriebenen DEP-Mefibank nach
Abschnitt 4.1.4 analysierte Firnkerne (Maximalteufe 12.2 m) mit einer aufaddierten
Tiefe von 104.6 m [Oerter et al., 1999] bilden gemeinsam mit den oben erwéhnten
Kernen die Grundlage fiir die Interpolation eines auf einem Gitter reprisentier-
ten Datensatzes der Akkumulationsverteilung zur Modellierung [Huybrechts et al.,
2000; Uhnlein, 1999].
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Zur in den Referenzen oben beschriebenen Akkumulationsratenbestimmung auf
Basis der Verwendung von Schichten mit durch vulkanogenen Eintrag erhohter
Leitfdahigkeit als Zeitmarken wurde der in Wilhelms [1996, Abschn. 4.4.3] angege-
bene Algorithmus zur Bestimmung der akkumulierten Schneemasse aus den hoch-
aufgelosten Dichtedatensétzen weiterentwickelt. Datenliicken mit schlechter Kern-
qualitdat aufgrund von Absplitterungen oder Briichen behandelt man durch Bildung
von Schwerpunkten [Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn. 2.6.6.1] mit glei-
chem Gewicht aller Punkte aus Kerntiefenintervallen von jeweils 0.5 m Lénge. Die
bis zur jeweiligen Kerntiefe berechnete Akkumulation ist dann die mit der Trapez-
regel [Opfer, 1994, Abschn. 4.1] integrierte Kurve der Schwerpunkte. Die in An-
hang C beispielhaft dargestellten Datensétze sind jeweils auf die Kerntiefe bezogen.
Die bei Verfiigharkeit von Dichtemessungen aus y-Streuung, ansonsten mit Dichten
nach dem Looyengamodell, berechnete akkumulierte Masse ist fiir alle Datensétze
berechnet worden und wird bei der geplanten Einbringung der Datenséitze in die
PANGAEA Datenbank dort ebenfalls verfiigbar sein [Diepenbroek et al., 1998,
1999].

4.3 Beziehung zwischen der Dichte und den
komplexwertigen dielektrischen
Eigenschaften polaren Firns nach dem
Looyengamischungsmodell

Auf die Oberfliche eines Gletschers fallender Schnee ist der erste Schritt der Bil-
dung von Gletschereis [Paterson, 1994, Abschn. 2]|. Die Verdichtung variiert stark
von der Temperatur abhéngig je nach glaziologischem Umfeld. Die Beschreibung des
Verdichtungsprozefies ist z.B. Grundlage fiir die Bestimmung der Akkumulation und
ihrer Rate [Sorge, 1935; Bader, 1954] sowie die Datierung von im Eis eingeschlosse-
nem Gas [Schwander und Stauffer, 1984].

Polarer Firn und Eis sind Mischungen der im weiteren mit “Luft” und “Eisphase”
bezeichneten Phasen. Den Einflul von in der Eisphase und an den Kornoberflichen
befindlichen Spurenstoffen schreibt man bei Betrachtung der dielektrischen Eigen-
schaften den Eigenschaften der Eisphase zu. Nach einer ersten erfolgreichen Bestim-
mung der Dichte nach dem Looyengamodell [1965] aus dielektrischen Messungen mit
einem relativen Fehler von etwa 15 % [Wilhelms et al., 1998] war die Bestimmung der
dielektrischen Eigenschaften der Eisphase die anfdngliche Motivation zur eingehen-
deren Studie von Mischungsmodellen. Bevor in Abschnitt 4.3.5 die Bestimmung der
Eigenschaften der Eisphase zum Auffinden einer anhand der dielektrischen Eigen-
schaften des polaren Firns nicht identifizierbaren Schicht mit vulkanogenem Eintrag
herangezogen wird, seien zunéchst brauchbare Mischungsmodelle und ihre Anwen-
dung als elektrisches Densimeter diskutiert.
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4.3.1 Mischungsmodelle

Prinzipiell miiite die komplexe Textur der Kristalle in der Modellierung physikali-
scher Eigenschaften beriicksichtigt werden [Arons und Colbeck, 1995]. Einfache auf
den Volumenanteilen kugelférmiger Einschliisse beruhende Modelle liefern bereits
gute Ergebnisse [Fitzgerald und Paren, 1975].

Im Zusammenhang mit Radarmessungen werden das Looyenga [1965] und das Wie-
ner [1910] Modell diskutiert [Bogorodskii et al., 1985]. Das empirische Modell von
Wiener [1910] berticksichtigt die von Evans [1965] graphisch anschaulich illustrier-
te Formzahl zur Beriicksichtigung der Korntextur. Versuche die Formzahl zur An-
wendung des Wienermodells experimentell zu bestimmen lieferten Ergebnisse mit
Schwankungsbreiten in der GroBlenordnung der Formzahl. Die in Abschnitt 4.2 be-
schriebenen Eiskernmessungen wurden mit einer Mefifrequenz von 250 kHz vorge-
nommen. Beriicksichtigt man, dafl selbst bei um mehrere Gréoflenordnungen hoheren
Frequenzen von 9.375 GHz mit entsprechend kleinen Wellenléingen von 3.2 cm in
Luft so einfache Modelle wie das von Bottcher [1952] bereits eine gute Beschreibung
der Eigenschaften der Mischung auf Basis des in das Modell eingesetzten Volumenan-
teils und den Eigenschaften der Eisphase [Cumming, 1952] liefern, so iiberrascht die
Unsperzifitit auf die Formzahl nicht. Landau und Lifschitz [1982, §9] geben fiir die
Dielektrizitatszahl einer Mischung isotroper Teilchen eine Additivitdt der dritten
Wurzeln der Dielektrizitatskonstanten der Komponenten an. Dieser Grenzfall gilt
bis zu Gliedern zweiter Ordnung fiir kleine Abweichungen der Dielektrizitatskon-
stanten der Komponenten im Vergleich zur mittleren Dielektrizitdtskonstanten und
ist gerade das Looyengamodell. Als weiteren Grenzfall behandeln sie die verdiinnte
Emulsion kugelférmiger Teilchen in einer Matrix mit beliebigem Unterschied der
Dielektrizitatskonstanten. Sie erhalten das bis in erste Ordnung des Volumenan-
teils giiltige Bottchermodell. Die von Landau und Lifschitz [1982] diskutierte Uber-
einstimmung beider Modelle bis zur ersten Ordnung im Volumenanteil und bis zu
zweiter Ordnung in der relativen Abweichung der Dielektrizitétskonstanten beider
Phasen wird fiir hochfrequente Messungen von Firn und polarem Eis von Glen und
Paren [1975] bestédtigt. Den Autoren zufolge liefern beide Modelle im wesentlichen
die gleichen Voraussagen fiir die Dielektrizitatskonstante der Mischung, wobei das
Looyengamodell einfacher zu handhaben ist, da keine gemischten Terme mit Ei-
genschaften der Mischung und der Phasen auftreten. Fiir die Eigenschaften polaren
Firns und Eises bei hohen Frequenzen wird deshalb in der hier weiter gefiihrten
Diskussion nur noch das Looyengamodell behandelt. Shabtaie und Bentley [1995]
diskutieren eine Reihe weiterer Mischungsmodelle zur Auswertung von die gesamte
Dicke des Eisschilds bei Dome C — in der inneren Ostantarktis gelegen — sondieren-
den Vierpunktmessungen. Die meisten Modelle scheiden aufgrund ihrer Asymmetrie
in der Abhéngigkeit der Mischungseigenschaften von den Phasen aus. D.h. Vertau-
schen der Phasen im Modell liefert verédnderte Aussage fiir die Eigenschaften der
Mischung, was fiir die Riickwértsmodellierung weitere Annahmen voraussetzt. Die
Vierpunktsondierungen des Eisschilds mit Gleichstrom werden vom Looyengamodell
ebenfalls am besten beschrieben.
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4.3.2 Annahmen zur komplexwertigen Fortsetzung des
Looyengamodells

Das Looyengamodell wurde fiir zahlreiche Anwendungen durch Naherungsformeln
approximiert [Glen und Paren, 1975; Miners et al., 1997]. Diese Ndherungsformeln
weichen bereits um 3 % von der exakten Looyengaformel ab [Bogorodskii et al.,
1985, Abschn. 3.6]. Die von Glen und Paren [1975] gefiihrte Diskussion iiber die
héchstwahrscheinliche Giiltigkeit der Looyengagleichung fiir komplexwertige Dielek-
trizitdtskonstanten unter Berufung auf die von Hanai [1962] gezeigte Giiltigkeit eines
dem Looyengamodell #hnlichen Bruggeman [1935] Modells wird in der Ableitung
von Landau und Lifschitz [1982, §9] mathematisch streng bestétigt. Die von Landau
und Lifschitz verwendete Mittelung der elektrischen Felder iiber Volumenbereiche
und die vorgenommene Reihenentwicklung sind keine auf rein reelle Betrachtungen
beschrankte Annahmen.

Mit der in dieser Arbeit verwendeten Nomenklatur lautet die Looyengamischungs-

formel fiir polaren Firn (¢ = ¢) als Mischung aus Luft (¢ = 1) und Eisphase
(e = el):
Ve —1=wy (f/eiL—l):p—L (35%—1) : (4.5)
PE
Die Ersetzung des Volumenanteils der Eisphase wy, = p—; durch das Verhiltnis der

Dichte der Mischung pr, zur Dichte von reinem FEis pg wurde dabei unter der An-
nahme einer verschwindenden Dichte von Luft gemacht®. Die n-ten Wurzeln der
komplexen Zahlen & und e sind dabei als die n-te Wurzel des Betrags und das
durch n geteilte Argument der jeweiligen Zahl in Polarkoordinatendarstellung defi-
niert [Fischer und Lieb, 1994, Kap. V, §2]. Wegen der Vertriglichkeit mit rein reellen
Betrachtungen ist der Wurzelast zu wéhlen, der /1 =1 bestimmt®.

Frithere Anwendungen des Looyengadichtemodells [Wilhelms, 1996, Abschn. 4.1.4]
besitzen eine nicht aufgeldste Inkonsistenz. Der Volumenanteil wy, wird durch direk-
te Berechnung der freigestellten Gleichung bestimmt. Oberhalb von 30 m Kerntiefe
liefert das mit den eingesetzten Realteilen ¢’ und e[/ brauchbare Ergebnisse, da
die Leitfdhigkeit klein ist. Im Kernabschnitt unterhalb 30 m ist der Beitrag der
Leitfahigkeit zu beriicksichtigen und entsprechend werden die gemessene komplex-
wertige Dielektrizitatskonstante £ und die nach Literaturwerten fiir reines polares
Eis pg bestimmte Dielektrizititskonstante e eingesetzt. Der berechnete Volumenan-
teil oy, ist dann komplexwertig, allerdings ohne physikalisch motivierte Interpreta-
tion fiir den Imaginérteil. Zur Beseitigung dieser Inkonsistenz kommen die Betrach-

tung des Realteils oder des Betrags des Volumenanteils in Betracht. Beide Optionen

SDies ist in sehr guter Niherung erfiillt. Das Volumen eines mol eines idealen Gases nimmt
unter Normalbedingungen (0°C, 1013.25 hPa) ein Volumen von 22.414 1 [Mortimer, 1987, Kap. 10,
Abschn. 2] ein. Nach dem Gay-Lussacschen Gesetz [Mortimer, 1987, Kap. 10, Abschn. 3] nimmt
es dann bei —50 °C 18.311 1 ein. Ein mol Luft als Mischung von Stickstoff und Sauerstoff wiegt in
guter Ndherung 80 % x 28 g+ 20 % x 32 g = 28.8 g. Die Dichte unter Normaldruck bei —50 °C ist
dann 0.0016 5. Im Vergleich zur Dichte von reinem Eis pg = 0.9197 25 bei —20 °C [Petrenko
und Whitworth, 1999, Umschlag] sind das 1.9 %o, die gegen den angenommenen Relativfehler der
Dichte reinen Eises ASpg/pr = 3 %o vernachlissigbar sind.

6Die beiden weiteren moglichen Aste wiirden V/1 = e i berechnen und die Formeln nur durch
unnotige Vorfaktoren verkomplizieren.
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liefern grofie Fehler in der Grofienordnung von bis zu 20 %, da die Leitfahigkeits-
messung mit der in Abschnitt 4.1.4 diskutierten frither benutzten Mef3bank stérker
mit systematischen Fehlern behaftet ist. Die Ubereinstimmung der nach dem Looy-
engamodell berechneten Dichten mit aus 7-Streuung bestimmten kann fiir alle drei
oben beschriebenen Optionen nicht schliissig fiir den gesamten Kerntiefenbereich
gelost werden, wenn auch die Ergebnisse einzelner Optionen im Bereich ober- und
unterhalb 30 m Kerntiefe wesentlich besser als aufgrund der Fehler zu erwarten
iibereinstimmen.

Im Rahmen der Bearbeitung der Firnkerne der EPICA Dronning Maud Land Kam-
pagne 1996/97 (siehe Abschnitt 4.2) trat eine Fragestellung auf, deren Losung gleich-
zeitig der Schliissel zur Beseitigung der Inkonsistenz in der Anwendung des Looy-
engamischungsmodells war. Nach an Schneeschéichten bestimmten Akkumulations-
raten war in 10 m tief abgeteuften Firnkernen ein Horizont mit erhdhter Leitfahig-
keit durch vulkanogenen Eintrag zu erwarten. Die Bestimmung der Tiefe dieses
Horizonts mit erhohter Leitfahigkeit vereinfacht das Auffinden eines oft zur Datie-
rung herangezogenen Bereichs mit erhohter Tritiumkonzentration durch Eintrag aus
Kernwaffentests [Graf et al., 1999], die zur Zeit des Ausbruchs des Vulkans Agung
im Kalenderjahr 1963 [Newhall und Self, 1982] durchgefiihrt wurden. Kennt man
grob die Tiefe mit dem Bombentritiumhorizont, so reduziert sich die Beprobung auf
die Tiefenumgebung des Horizonts im Vergleich zum gesamten Kern.

Die erwartete Spitze erhchter Leitfahigkeit war nicht in allen Profilen der dielektri-
schen Eigenschaften erkennbar, obwohl sie im Untersuchungsgebiet praktisch sicher
zu erwarten ist. Die Nichterkennbarkeit der Spitze hat ihre Ursache in der star-
ken Variabilitdt der Dichte in den oberen Firnmetern. Die Leitfdhigkeitsschwankun-
gen durch Dichtevariation konnen grofier als die durch in die Eisphase eingetragene
Spurenstoffe sein. Fiir die Anwendung des Looyengamischungsmodells bedeutet die
Umsetzung dieser Erkldarung zur Bestimmung der dielektrischen Eigenschaften der
reinen Eisphase:

e Der Volumenanteil der Eisphase oy, ist unbekannt. Er wurde in der bereits
beschriebenen Anwendung des Looyengamodells am Eiskern [Wilhelms, 1996,
Abschn. 4.1.4] bestimmt und mit der Dichte des reinen Eises in die Dichte der
Mischung umgerechnet.

e Die Leitfdahigkeit der Eisphase ist, wie im Einleitungskapitel 1 ausfiihrlich mit
Literaturangaben belegt, vom Spurenstoffgehalt abhéngig. Der bisher fest mit
einem Literaturwert besetzte Imaginérteil der Dielektrizitédtskonstanten der

Eisphase —el"” ist veréinderlich und unbekannt.

e Der Realteil der Dielektrizitdtskonstanten der Eisphase e ist konstant und

scheint nicht mit den Spurenstoffen im Eis verkniipft zu sein [Gough, 1973].
Matsuoka et al. [1983] finden innerhalb einer Fehlerschranke von +1 % einen
dotierungsunabhéngigen Realteil der Dielektrizitatskonstanten. Die Messun-
gen wurden bei einer Mefrequenz von 5 GHz in Hohlleitern ausgefiihrt. Die
Literaturwerte der relativen Dielektrizitéitskonstanten [Petrenko und Whit-
worth, 1999, Abschn. 5.3.1] varieren im Frequenzbereich von 1 MHz — 39 GHz
ebenfalls nur im Rahmen von 1.25 %, so dafl die Ergebnisse auf die in die-
ser Arbeit vorgenommenen Messungen bei 250 kHz {ibertragbar sein sollten.
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Matsuoka et al. [1983] betrachten Dotierungen mit Kochsalz (NaCl), Schwe-
felsdure (HoSO,4) und Salpetersiure (HNOs3) in einer Konzentrationsgrofienord-
nung von 10 %, die an antarktischen Kiistenstationen im Schnee gefundene
Konzentrationen iibersteigen. So sind z.B. bei der englischen Station Halley
im Schnee fiir Nitrationen gefundene Konzentrationen von maximal 0.5 %g
[Mulvaney et al., 1998] mehr als eine Grofilenordnung kleiner, Chlorionen mit
9 % und Natriumionen mit 1.5 % [Wolff et al., 1998] liegen in vergleichbarer
GroBenordnung. Minikin [1994, Anhang A 4] gibt fiir den kiistennah auf dem
Filchner-Ronne-Schelfeis gelegenen Eiskern B13 einen Sulfatexze3 von 95 ppb
bei einer Chloridionenkonzentration von 868 ppb an. Die aus der Beziehung
fiir den Sulfatexzefl [Minikin et al., 1998] berechnete Sulfationenkonzentration
von 95 ppb+0.14 X 868 ppb = 0.2 % ist mehr als eine Groflenordnung geringer
als die von Matsuoka et al. [1983] betrachtete Konzentration. Der Realteil der
Dielektrizititskonstanten der Eisphase e wird in der Ableitung als von der
Spurenstoffkonzentration unabhéngig angenommen, bzw. Bereiche, in denen
diese Annahme nicht stimmt, werden von der Betrachtung ausgeschlossen.

Gemeinsam mit der gemessenen Dielektrizitiatskonstanten des Eiskerns € belegen
die drei Prinzipien alle in der Looyengaformel (4.5) auftretenden Gréfien. Nun ist zu
kldren, ob der unbekannte Volumenanteil zo, und der unbekannte Imaginérteil —el”
der Eisphase aus den Mefldaten bei angenommenem Realteil der Dielektrizitétskon-
stanten der Eisphase e[’ eindeutig bestimmt werden kénnen oder ob weitere Annah-
men zur eindeutigen Festlegung notig sind. Zur Betrachtung der Auflésbarkeit der
Looyengagleichung (4.5) fithrt man eine zweidmensionale reelwertige Hilfsfunktion
g aus der Differenz ihrer beiden Seiten ein. Die Auflésung der Looyengagleichung
nach den gesuchten Parametern ist dann der Bestimmung der Nullstellen der Hilfs-
funktion g dquivalent:

st ) Re (=0 (VAT 1) - (v 1)) oF
Im g(wop,, &) Im (wL (W‘ 1) - (f/?— 1)) "

(4.6)
Einen Uberblick iiber mdgliche Losungen geben graphische Darstellungen. Das in
Anhang B aufgelistete Programm epsgrid.c berechnet die Eiskerndielektrizitéts-
konstanten ¢ auf einem Gitter aus Eintrégen des Volumenanteils wy, und des Ima-
ginirteils der Dielektrizititskonstanten Im(el) der Eisphase in Abhingigkeit des
als Kommandozeilenoption angegebenen Realteils der Dielektrizitétskonstanten der
Eisphase Re(el"). Das Skript loomap.gmt (Anhang B) erzeugt aus der Ausgabe von
epsgrid.c dem in Abbildung 4.13 fiir einen Realteil der Dielektrizitédtskonstanten
der Eisphase Re(el) = 3.12 gezeigten Beispiel vergleichbare graphische Darstellun-
gen.

Bei Betrachtung der Konturabbildungen in Abbildung 4.13 f&llt zunédchst die Sym-
metrie des Realteils Re(e;*) und Antisymmetrie des Imaginérteils Im(e*) der Di-
elektrizitdtskonstanten des Eiskerns unter Vorzeichenwechsel des Imaginérteils der
Eisphase Im(e}) auf. Entsprechend der Diskussion fiir die Abbildungseigenschaf-
ten der effektiven Dielektrizitéitskonstanten in Abschnitt 3.1.2.1 sind diese Symme-
trieeigenschaften Ausdruck der Freiheit in der Festlegung des Vorzeichens des Ima-

ginérteils der Dielektrizitatskonstanten (2.24) in Abschnitt 2.2.1. Die Vertraglichkeit
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a: Konturlinien: Re (g;*) fiir Re () = 3.12 b: Konturlinien: Im (g;*) fiir Re (g) = 3.12
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Abbildung 4.13: Abbildungseigenschaften der Looyengagleichung fiir festgehaltenen
Realteil der Dielektrizitdtskonstanten der Eisphase in der Mischung mit Luft

Die mit dem Skript loomap.gmt erzeugte Ausgabe fiir Real- und Imaginérteil der Di-
elektrizitétskonstanten e der Mischung einer Eisphase mit Luft ist der Ubersichtlichkeit
wegen getrennt nach Real- Re(g]*) (a:) und Imaginérteil Im(e*) (b:) dargestellt. Bei fest-
gehaltenem Realteil der Dielektrizititskonstanten der Eisphase Re(el) = 3.12 wurden
der Volumenanteil wr, und der Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten der Eisphase
Im(eiL) variiert. Der aufgetragene Bereich wurde ein wenig iiber den physikalisch sinnvol-
len Definitionsbereich oy, € [0, 1] hinaus — durch die grauen vertikalen Balken abgeteilt
— erweitert, um die mogliche Existenz mathematischer Lésungen zu unterstreichen, die
physikalisch nicht sinnvoll sind. Positive und negative Werte von Im(el) sind zur graphi-
schen Veranschaulichung der Symmetrie des Realteils Re(e;*) und der Antisymmetrie des
Imaginérteils Im(e) der Eiskerndielektrizitétskonstanten unter komplexer Konjugation
aufgetragen. Die horizontalen Balken schneiden die obere Begrenzung des Definitionsbe-
reichs wy, = 1 in einem Sattelpunkt von Re(¢)). Ab dem Sattelpunkt verdndert sich
zu groBeren Betriigen von Im(el) hin das Verhalten von Re(e) qualitativ. Die bei fest
gewiihltem Im(g*) eindeutige Zuordnung eines Volumenanteils y, € [0, 1] zu Im(e}) findet
man bei betragsméfiger Beschrinkung auf Imaginérteile der Eisphase Im(eiL) zwischen den
horizontalen grauen Balken auch fiir fest gewiihlte Werte von Re(e). Fiir betragsméBig
grofere Im(el) als der Koordinate des Sattelpunkts (jenseits der grauen Balken) findet
man bei gegebenem Re(g]*) zwei Zuordnungsmdglichkeiten fiir wy, zu Im(aiL). Vergleicht
man die Konturliniendarstellungen fiir Real- (a:) und Imaginérteil (b:), so finden sich bei
Zulassung von die Koordinate des Sattelpunkts betragsmflig iiberschreitenden Werten des
Imaginirteils der Dielektrizitétskonstanten der Eisphase Im(el) fiir manche Konturlinien
mehr als ein moéglicher Schnittpunkt, so dafi eine eindeutige Zuordnung von Urbildkoor-
dinaten coy, und Im(ef*) nicht ohne weitere Annahmen méglich ist.
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der komplexen Fortsetzung des Looyengamodells mit der komplexen Fortsetzung der
Materialeigenschaften ist damit gezeigt.

4.3.3 Numerische Umkehrung mit dem Newton-Verfahren

Die Auflésung nach den unbekannten Gréfien cop, und - ist nicht mehr unmittelbar

algebraisch moglich und erfolgt mit dem bereits in Abschnitt 3.1.3 fiir holomorphe
Funktion beschriebenen und in Abschnitt 3.2.7.3 zur Bestimmung der Nullstelle einer
rellen Funktion in einer Dimension verwendeten Newtonschen Verfahren. Die Dis-
kussion der numerischen Stabilitdt und Eindeutigkeit der Losungen wird zunéchst
zuriickgestellt, da dazu die nun dargestellten analytischen Methoden herangezogen
werden.

Die Newtonfolge zur Umkehrung der in Gleichung (4.6) definierten Hilfsfunktion g
entsprechend Heuser [1990b, Kap. 189] formuliert man zu:

o\ oL \" oL \" -1 oL \"
(3) =(Z)=(3) - (pedn) ea(T)) - 6
Das Inverse der Jacobi-Matrix J ! berechnet sich aus der Invertierung der in Glei-
chung (3.7) auf Seite 54 angegebenen Matrix mit partiellen Ableitungen der Hilfs-
funktion g als Eintriigen. Die reellwertigen Argumente oy, und e der Hilfsfunktion
g sind keine Komponenten einer komplexen Variablen und die vereinfachte Berech-
nung der Jacobimatrix aus einer holomorphen Abbildung nach Gleichung (3.7) ist
nicht moglich. Die Berechnung der Eintrage vereinfacht sich allerdings durch Benut-
zung der aus den Beziehungen zwischen den Ableitungen einer reell differenzierbaren
Abbildung iiber den komplexen Zahlen [Remmert, 1995a, Kap. 1, §4, Abschn. 2] un-
mittelbar folgenden Vertréglichkeit der Bildung des Real- bzw. Imaginérteils mit der
partiellen Differentiation und Anwendung auf die eingesetzte Hilfsfunktion (4.6):

et et = {peb () = {8 (Yar—ide-1) - ay

Bei der partiellen Differentiation nach dem Imaginérteil der Hilfsfunktion benutzt
man die Kettenregel [Remmert, 1995a, Kap. 6, §1, Abschn. 2J:

_ {R} A VE =D = (V=) ot

~ \m Del “ o) T
~ [Re ( oL (el — isiL”)) B
= Im 3 ( 3 giL)Q 85%” =

B {ﬁ}<%) - {—hlr%le}(?)(sg;fﬂiig.ury)

1 1

Die letzte Umformung in der Gleichungskette ist geometrisch die Drehung um 90°
in mathematisch negativer Richtung (Rechtsdrehung) bei Multiplikation mit dem
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Negativen der imagindren Einheit —i. Dabei wird der Imaginérteil auf den Real-
teil und der Realteil auf den negativen Imaginérteil abgebildet. Die Anwendung des
Newtonschen Verfahrens setzt die Invertierbarkeit der Jacobimatrix voraus. Die Ja-
cobimatrix J(re g mg)(@r, €”) ist quadratisch und deshalb genau dann invertiebar,
wenn ihre Determinante verschwindet [Heuser, 1990b, Satz 172.1]. Die Nullstellen-
bestimmung der Determinante

j( Reg)(WL, giL”) - (410)
Img
| ARel) FeRel) \| | ReWF -1 ) \|
% Im(g) %%,, Im(g) Im(+y/ef — 1) —Re(g( fi?ﬁ)

= —Re({*'/g—l)Re( “L) — Im(/ek — 1) Im(—Z—) =

3(§/el)2

~FR((WVF -V k) =~ ReE - (W) L o
reduziert sich fiir einen nichtverschwindenden Volumenanteil der Eisphase wy, auf
die Losung der Gleichung Re (eF — ()%/%) L 0. Die Umformung von der vorletz-
ten zur letzten Zeile ist die Zusammenfassung des euklidischen Skalarprodukts der
als zweidimensionale Vektoren aufgefafften Zahlen nach Re(wz) = Re(w) Re(z) +
Im(w) Im(z) [Remmert, 1995a, Kap. 0, §1, Abschn. 3]. Macht man den Nenner reell,
so hebt sich die komplexe Konjugation im zweiten Faktor gerade auf und der reelle
Betrag im Nenner kann zum Vorfaktor gezogen werden.

Die Koordinaten des in Abbildung 4.13 beobachteten Sattelpunkts fiir den aus
Umformung der Looyengagleichung (4.5) berechneten Realteil der relativen Dielek-
triztitskonstanten Re(e)) = Re((wr(/eF — 1) +1)%) des Eiskerns bei vollstindiger
Raumausfiillung mit der Eisphase (o, = 1) findet man bei verschwindendem Gra-
dienten dieser Funktion. Die partielle Ableitung nach dem Volumenanteil an der
Sattelstelle
2
52-Re (£)) w:,lRe(giL - ( ¥ 51L> ) =0
’ (4.11)
liefert fiir die Koordinate die schon fiir das Verschwinden der Determinante der
Jacobimatrix der Hilfsfunktion gefundene notwendige Bedingung (4.10). Die parti-
elle Ableitung nach dem negativen Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten der
Eisphase e an der Sattelstelle

= Ro(3 (e (Y/F - 1) + 12 ({/=F - 1))

wr=1

= 3Re(—i) =0

(4.12)
verschwindet und bestétigt, daf der bei wy, = 1 durch die Bedingung (4.11) bzw.
(4.10) festgelegte Punkt tatséchliche eine sogenannte durch Verschwinden des Gra-
dienten gekennzeichnete kritische Stelle [Heuser, 1990b, Kap. 173] ist.

9 Re (<)

L
Oe;

= Re(3 (wp, (el — 1) + 1)? (%75%)2 (—1))

wL:1 i

wr,=1

Bei der Anwendung des Newtonschen Verfahrens zur Bestimmung des Volumenan-
teils @, und des negativen Imaginirteils der Eisphase € aus den gemessenen di-

elektrischen Eigenschaften des Eiskerns ¢ wihlt man z.B. Startwerte (woy,, eM”)? =
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(1/2,e") und iteriert die Newtonfolge bis ein sogenannter Fixpunkt (cor,el”)*
erreicht ist, d.h. die Iteration von N((wp,el”)*) = (wn,el”)* diesen Fixpunkt
festhélt. Die Implementation im in Anhang B aufgelisteten Quellcode looyenga.c
beruht bzgl. der Abbruchbedingung auf denselben Prinzipien wie bei der Program-
mierung der in Abschnitt 3.1.3.3 (Seite 56 f.) beschriebenen Funktion epsinv zur Be-
rechnung der dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns €;° aus den gemessenen effek-
tiven Dielektriztédtskonstanten e} . Anders als bei der Behandlung der Isolierschicht
an eben erwdhnter Stelle besitzt das Newtonsche Verfahren bei der Riickwirts-
modellierung des Looyengamodells zwei voneinander getrennte Fixpunktbereiche.
Die Trennlinie ist die durch die Bedingung fiir das Verschwinden der Determinan-
te der Jacobimatrix der Hilfsfunktion g (4.10) festgelegte Gerade. In der Routine
zur Durchfithrung des Newtonschen Verfahrens invloo (Quellcode looyenga.c in
Anhang B) ist ein ebenfalls auf dem Newtonschen Verfahren basierender Algorith-
mus zur Bestimmung der Nullstelle der Bedingung (4.10) fiir das Verschwinden
der Jacobimatrix der Hilfsfunktion in Abhiingigkeit von [’ integriert. Die e Ko-
ordinate der grauen Trennlinie zur Kennzeichnung der Fixpunkteinzugsgebiete in
Abbildung 4.14 ist auf diese Weise berechnet und damit ist auch gezeigt, dafl die
Linie den Sattelpunkt bei o, = 1 (Bedingung (4.12)) schneidet, da die Bedingungen

(4.11) und (4.10) an die e” Koordinate identisch sind.

An der Trennlinie der Fixpunktattraktoren mit verschwindender Determinante der
Jacobimatrix (4.10) ist das in die Newtonfolgenabbildung (4.7) eingesetzte Inverse
der Jacobimatrix (explizite Berechnungsformel fiir das Inverse einer 2 x 2-Matrix
z.B. in Fischer [1989, Abschn. 4.3.6]) nicht definiert.

Bei der Diskussion des Newtonschen Verfahrens zur Behandlung der Isolierschicht
in Abschnitt 3.1.3.4 (Seite 57 ff.) wurde die Injektivitét, d.h. die Eindeutigkeit der
bestimmten Losung, auf einem Gitter durch Nachrechnen gezeigt. Ein analoger Test
fiir den hier diskutierten Fall ist die Berechnung von ¢ und Vergleich des mit dem
Newtonschen Verfahren aus dem Startwert (cop, e”)° = (1/2, ;") berechneten Fix-
punkts (o, eF”)* mit dem zur Berechnung von & eingesetzten Urbild (woy,, el”).
Das Testbeispiel fiir die in Abbildung 4.14 eingesetzten Werte ergibt keine signifi-
kante Abweichung fiir Gitterpunkte mit betragsméiBig kleinerer e’ Koordinate als
die durch die dunkelgraue Trennlinie fiir das Verschwinden der Determinante der
Jacobimatrix angezeigte.

Eine vorsichtige Riickwértsmodellierung wird alle Datenpunkte aussortieren, die
nicht als verlafilich angesehen werden konnen. Ein moglicher Ansatz dazu ist, die
duBere Grenze des Fixpunktbereichs um e als betragsmiifiige Begrenzung fiir die
erlaubten Losungen anzusetzen. Uberschreitet die tatsichlich im Eiskern gefundene
Leitfihigkeit der Eisphase e[’ die #uflere Grenze des Fixpunktbereichs, so kann der
zu denselben dielektrischen Eiskerneigenschaften ¢ gefundene Urbildpunkt unter-
halb der Fixpunktgrenze eine Fehlinterpretation sein. Fiir die im néchsten Abschnitt
behandelte praktische Anwendung des Looyengamodells als Densimeter ist deshalb
noch eine Schranke fiir die Leitfdhigkeit, d.h. den negativen Imaginérteil der Eis-
phase €’ zu den Bedingungen zur Bestimmung der dielektrischen Eigenschaften
der reinen Eisphase (Seite 111) hizuzufiigen, um nur eindeutige Losungen fiir den
Volumenanteil oy, und den negativen Imaginirteil der Eisphase e zuzulassen:

e Der Betrag des Imaginérteils der Dielektriztatskonstanten der FEisphase
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Konturlinien: Re/Im (¢) fiir Re (g-) = 3.12
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Abbildung 4.14: Nicht injektiver Bereich der Looyengaabbildung

Gezeigt ist der Bereich um die dunkelgrau eingetragene Trennlinie unterschiedlicher Fix-
punktattraktionsbereiche. Die Konturlinien von &;* wurden nicht bezeichnet, um die dop-
pelte Uberschneidung von Linien jeweils beiderseits der Trennlinie klar hervorzuheben. Die
doppelte Uberschneidung von Konturlinien heiBt, daB die Abbildung nicht injektiv sein
kann, da es Bildpunkte mit zwei Urbildern gibt. Deshalb ist die Umkehrung nicht eindeu-
tig. Zur Konstruktion des hellgrauen Bereichs wurde eine Routine alternateloopoint in
looyenga.c (Anhang B) programmiert, die zu einer gegebenen Koordinate U einen Start-
punkt B fiir das Newtonsche Verfahren jenseits der Trennlinie konstruiert. Dazu bestimmt
man die Schnittpunkte S der Konturlinien durch das Urbild U mit der Trennlinie und spie-
gelt die Koordinate durch den Mittelpunkt der Schnittpunkte. Der gespiegelte Punkt B ist
Startwert einer Newtonfolge. Der hellgraue Bereich setzt sich aus einzelnen engmaschigen
Gitterpunkten zusammen, fiir die im gezeigten Ausschnitt zwei verschiedene Fixpunkte U
und N mit oben beschriebener Startwertkonstruktion gefunden wurden. Vergleichbare Dar-
stellungen konnen fiir andere Parameteriibergaben an das Skript loomap.gmt (Anhang B)
als Schnittstelle zum Programm epsgrid.c (Anhang B) erzeugt werden.
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[Tm(el")| = |el”| ist beschrénkt. Ist die Schranke unterhalb der Grenze der Fix-
punktbereiche im Bereich um den verschwindenden Imaginérteil der Eisphase
(ek” = 0), so ist die Schranke direkt einzusetzen. Ist die Schranke grofer als
der Betrag der Fixpunktbereichsgrenze, so konnen Punkte innerhalb des Fix-
punktbereichs um Null Fehlinterpretationen sein, und die Schranke der sicher
identifizierten Losungen liegt entsprechend innerhalb des Fixpunktbereichs.
Eine mogliche Konstruktion dieser Schranke unterhalb der Bereichsgrenze ist
das anhand Abbildung 4.14 beispielhaft demonstrierte Verfahren. Im dort an-
gegebenen Beispiel ist die Grenze entsprechend der Berandung des aus kor-
respondierenden Fixpunkten konstruierten hellgrauen Bereichs zu wéhlen, zu
gegebenem |el”’| = 18 also eine Schranke =~ 6.

Andere Moglichkeiten zur eindeutigen Festlegung der Eigenschaften der Eisphase
ist die anndhernde Vorgabe ihres Volumenanteils zur Wahl des Startwerts in der
Anwendung des Newtonschen Verfahrens. Dieses Vorgehen sollte aber eine Stabi-
litdtsbetrachtung des jeweiligen Anwendungsfalls beinhalten und ist deshalb nicht
fiir die automatisierte Betrachtung zur im néchsten Abschnitt folgenden hochauf-
gelosten Dichtebestimmung in Abhéngigkeit von der Kerntiefe geeignet und sollte
der Einzelbetrachtung z.B. von Horizonten mit vulkanogenen Spurenstoffen vorbe-
halten bleiben.

4.3.4 Elektrisches Densimeter

Aus den gemessenen dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns £;° bestimmt man mit
der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Umkehrung des Looyengamodells
den Volumenanteil oy, und den Imaginérteil der Dielektrizitétskonstanten Im(el*) der
Eisphase. Die Umkehrung beruht auf der Annahme eines bekannten Realteils der
Dielektrizititskonstanten e[, Setzt man fiir den Realteil der Dielektrizititskonstan-
ten den Literaturwert fiir reines kiinstlich hergestelltes Eis e[/ = 3.2 [Petrenko, 1993,
S. 6] ein, der mit der Mehrzahl der in Hobbs [1974, Tabelle 2.1] zusammengetragenen
Werte iibereinstimmt, so ergeben sich fiir die tieferen Bereiche mit gréfleren Dichten
zu niedrige Volumenanteile nach dem Looyengamodell. Zur Abschitzung der einzu-
setzenden Dielektrizitdtskonstanten betrachtet man zunéchst die aus dielektrischen
Messungen bei bekannter Dichte berechnete Dielektrizitdtskonstante der Eisphase.
Abbildung 4.15 zeigt die Variation der durch Schwerpunktbildung geglatteten Di-
elektrizitéitskonstanten der Eisphase ] mit der Kerntiefe.

Der beobachtete Abfall der Dielektrizititskonstanten e = 3.2...3.1 bis zu einer
Dichte von 0.55 —£5 und ein bei groBeren Tiefen konstanter Wert el = 3.1 sind
typisch fiir die Kerne aus Dronning Maud Land [Oerter et al., 2000] und kénnen
auch an den Kernen B26 und B29 der Nordgrénlandtraverse [Schwager et al., 1996]
beobachtet werden. Das hier beobachtete Verhalten ist deshalb zumindest fiir die

Zone trockenen Schnees [Paterson, 1994, S. 10] als typisch anzusehen.

Der gefundene Wert von ¢ = 3.1 widerspricht zunichst dem oben angegebenen
Wert von 3.2. Eine genauere Literaturstudie zeigt einerseits, dafl fiir kiinstliches Eis
Dielektrizitétskonstanten von 3.1 gefunden wurden [Auty und Cole, 1952]. Fitzgerald
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Abbildung 4.15: Berechnung dielektrischer Eigenschaften der Eisphase nach dem
Looyengamodell aus gegléitteten Datensétzen

Die dielektrischen Eigenschaften der Eisphase des Kerns FB9817 [Oerter et al., 2000] sind
nach dem entsprechend aufgelésten Looyengamodell (4.5) el = (pg/py (/s — 1) 4+ 1)3
aus den dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns und der aus 7-Streuung bestimmten
Dichte berechnet. Die Dichte von reinem Eis ist mit dem noch zu diskutierenden Wert
pE = 0.9197 + 0.003 % angenommen. Die vor der Berechnung vorgenommene Schwer-
punktbildung [Bronstein und Semendjajew, 1989, Abschn. 2.6.6.1] {iber 1 m lange Ab-
schnitte reduziert durch Mittelung das Rauschen. Man beobachtet einen Abfall der Di-
elektrizitéitskonstanten &tiL’ = 3.2...3.1 in den oberen Kernmetern bis zur Tiefe, in der eine
Dichte von 0.55 Cmi?, erreicht wird. Mit zunehmender Tiefe bleibt der Realteil der Dielektri-
zitétskonstanten 6iL/ = 3.1 konstant. Die Ordinatenskala der mit der Kerntiefe wachsenden
Dichte wurde so gewéhlt, daf eine Dichte von 0.55 % einer Dielektrizitdtskonstanten von
el = 3.1 entspricht. Bei genannter Dichte von 0.55 —£3 geht der dominierende Prozef der
Verdichtung von der Setzung zur Rekristallisation und Verformung iiber [Paterson, 1994,
S. 18].

und Paren [1975] berichten {iber gronldndische Eisproben mit einer Dielektrizitits-
konstanten von £ = 3.13 £ 0.02. Aus Radarwellenausbreitungsgeschwindigkeiten
gemessene Dielektrizitéitskonstanten fiir gegriindetes gronlédndisches und antarkti-
sches Eis liegen zwischen 3...3.11 [Bogorodskii et al., 1985, Tabelle IX]. Wihlt
man nur die Messungen an Eisschilden {iber 1 km Dicke, was den Einflufl von weni-
ger dichten Firnschichten mit niedriger Dielektrizitatskonstante minimiert, so ist fiir
polares Eis eI/ = 3.08...3.11. Zum Einsetzen in das Looyengamodell wird deshalb
hier e = 3.12 4 0.04 angenommen. Dieser Wert ist der Mittelwert der um den
Literaturwert fiir reines Eis e} = 3.16 bei —20 °C [Petrenko und Whitworth, 1999,
Umschlag] ergénzten Spanne der in diesem Absatz angegebenen Dielektriztatskon-
stanten fiir polares Eis. Die grofziigig gewéhlte Fehlerspanne der halben Intervall-
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breite trigt der Variation der in der Literatur gefundenen Werte und der Abnahme
der Dielektrizitdtskonstanten in den oberen Kernmetern Rechnung.

Auch die Dichte von Eis ist eine variierende Gréfle. So berichtet Dantl [1969] von
Dichtefluktuationen von bis zu 3 %.. Veranschlagt man fiir die Dichte den Wert von
kiinstlich hergestelltem Eis pg = 0.9197 &5 [Petrenko und Whitworth, 1999, Um-
schlag] und nimmt einen Fehler von ASpg = 0.003 5 an, so beriicksichtigt dieser
Fehler die Dichtefluktuationen und der von Feldglaziologen fiir polares Eis angege-
bene Wert von pg = 0.917 &5 [Paterson, 1994, Tabelle 2.1] ist im Fehlerintervall
enthalten. Die Dichtevariation aufgrund thermischer Ausdehnung ist mit dem ange-
nommenen Fehler fiir den Temperaturbereich zwischen —60...0 °C [Hobbs, 1974,

Tabelle 5.1] ebenfalls abgeschétzt.

Die Dichte pr, und der Imaginérteil der Dielektrizitdtskonstanten der FEisphase
Im(el) kann bei der Berechnung der dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns
e mit dem Programm depmeas.c (Anhang B) optional berechnet werden. Die
vom Programm ausgegebenen Fehler und der Korrelationskoeffizient der Dichte
pr, und des Imaginirteils der Eisphase Im(el) berechnen sich aus der Fortpflan-
zung der Fehler der dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns. Die Kovarianzma-
trix Q](Re(eix)lm(eix)) wurde nach den Betrachtungen in Abschnitt 3.2 mit den in
Abschnitt 4.1.2 angegebenen Fehlern berechnet. Die Fortpflanzung dieser bekann-
ten Kovarianzmatrix ‘ZJ(Re(Eix)’Im(Eix)) zur gesuchten Kovarianzmatrix U (o, Im(cl)) AN
der mit dem Newtonschen Verfahren bestimmten Losungsstelle (wop, Im(cl)) nach
der allgemeinen Fortpflanzungsformel (3.15) auf Seite 62 benétigt die Jacobima-
trix Jiy (e (Re(g), Im(e%)). Diese berechnet sich nach der Kettenregel [Heuser,

1990b, Satz 165.2]:

*7(wL,Im(siL))(Re(€iX>7 Im(é}X)) = *7(wL,Im(z-:iL))(Reg7 Im g) o t-7(Reg,Img)(Re(€iX>7 Im(<51><>>)
4.13

Die erste Matrix im Produkt berechnet sich als das Inverse der in Gleichung (4.10)
explizit angegebenen Matrix (J(reg,img) (@1, Im(ef))) ™ mit wegen dem Bezug auf
den Imaginirteil Im(el) hier mit —1 multipliziertem zweiten Spaltenvektor. Die
zweite Matrix im Produkt berechnet sich aus der Ableitung dg/0e;* = —%(5?)_% der
in Bezug auf die Variable €;° holomorphen Hilfsfunktion g = @y, (/L —1) — (/e —1)
entsprechend der korrespondierenden komplexen Darstellung der definierenden Glei-
chung (4.6). Die Identifizierung der komplexen Ableitung dg/0e mit der Jakobi-
matrix J(greg,mg)(Re(e;"), Im(e{*)) zur expliziten Berechnung erfolgt nach Relation

(3.7) auf Seite 54.

Den Fehlerbeitrag AS Re(el) des angenommenen Realteils der Dielektrizitétskon-
stanten Re(el’) berechnet man aus der Fortpflanzung der Kovarianzmatrix der di-
elektrischen Eigenschaften der Eisphase 2 ge(Ly (L)) mit dem Inversen der Jaco-
bimatrix Jige(et),m(eky) (@, Im(ek)). Uber den Imaginirteil Im(cL) wurde keine An-
nahme gemacht und der Fehler des Imaginirteils nebst der Kovarianz von Real- und
Imaginirteil tragen hier nicht bei”. Die partiellen Ableitungen nach dem Volumenan-
teil der Eisphase ooy, berechnen sich dabei durch Ableitung der nach €& freigestellten

"Die  Matrix besitzt nur einen nichtverschwindenden Eintrag: DV (Re(cl),Im(eb)) =
( (ASRe(el))2 0 )
0 o J°
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Looyengagleichung (4.5)

9 Re}(gL)_i Re}((3ei><_1+1)3)_ Re}(—3(§/§—1)(?{/;i_1_1+1)2)

i i/ 7 Owp, Im w1, Im (w1)?
(4.14)

Owry, Im
unter Benutzung der Vertréglichkeit der reellwertigen partiellen Ableitung mit der
Bildung von Real- bzw. Imaginérteil [Remmert, 1995a, Kap. 1, §4, Abschn. 2|. Real-

und Imaginérteil einer komplexen Zahl sind unabhéngige Gréflen, so dafl die Ablei-
tung von e nach ihrem Imaginirteil 81%@) {ﬁg} (eF) = {?} ergibt.

Die Dichte eines Eiskerns pp, ist die mit den Volumenanteilen gewichtete Dichte sei-
ner Phasen. Da die Dichte von Luft wie zu Beginn von Abschnitt 4.3.2 diskutiert in
guter Ndaherung verschwindet, tragt nur die Eisphase zur Gesamtdichte p;, = wy, pg
bei. Der Gesamtfehler mit Beriicksichtigung des Fehlers der Dichte der Eisphase be-
rechnet sich aus quadratischer Fehleraddition Apy, = \/ Copoy PEZ + (o1)? (ASpR)2.
Die auf den Volumenanteil bezogene Kovarianz ist dann auch entsprechend mit der
Dichte zu multiplizieren €, 1) = pi Q:wLIm(siL)8. Ein Beispiel fiir die Anwendung
des Looyengamodells zur Berechnung der Dichte und des Imaginérteils der Eisphase
aus den dielektrischen Eigenschaften des Eiskerns mit dem Programm depmeas.c
(Anhang B) ist in Abbildung 4.16 gezeigt.

Berechnete Eigenschaften der Eisphase mit einem Betrag des Imaginérteils || > 6
und unphysikalische Volumenanteile aufierhalb des Intervalls woy, € [0, 1] wurden bei
der hier vorgestellten Anwendung des Looyengamodells aussortiert. Entsprechend
Abbildung 4.14 sind mit dieser Wahl Fehlinterpretationen nur fiir Imaginérteile der
Dielektrizititskonstanten || > 18 moglich. Die hochste Leitfdhigkeit unter allen
betrachteten Eiskernen findet man in einer Kerntiefe von 44.56 m im Kern CM1
[Holmlund et al., 2000]. Der Betrag des Imaginérteils der Dielektrizitdtskonstanten
an dieser Stelle mit einer Dichte von pr, & 0.8 £5 schétzt |¢]”| < 5.5 fiir alle Kerne
ab. Den Imaginarteil der Dielektrizitétskonstanten der Eisphase schétzt man beim
der Dichte entsprechenden Volumenverhéltnis von wy, &~ 0.87 aus Abbildung 4.14 zu
|el’] ~ 6.5 < 18 ab. Man findet die Konturlinien {iber ihren Schnittpunkt mit der
Achse des Imaginérteils bei vollstéandiger Ausfiillung des Volumens mit der Eisphase
wr, = 1. Dort entspricht der Niveauwert der Konturlinie fiir die Mischung den auf
der Achse aufgetragenen Eigenschaften der Eisphase.

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellte Datenbasis wird nun zur Abschétzung der
Giite des Looyengamodells als Densimeter herangezogen. Dichtemessungen mittels
~v-Streuung liegen fiir die der Trockenschneezone zugeordneten Kerne FB9802-18
und B31-3 vor. Hingegen sind die Kerne FB9801, SZ99 und SZ9902 bei der Be-
schreibung der Datenbasis dem Bereich mit auftretender Perkolation zugeordnet
worden. Abbildung 4.17 zeigt die Streuverteilungen fiir die Trockenschneezone (a:)
und den Perkolationsbereich (b:).

Die gefundenen Korrelationskoeffizienten $(pr,, p,) = 0.993 fiir die Trockenschnee-
zone bzw. R(py,, py) = 0.950 fiir den Perkolationsbereich zeigen im Mittel gute Uber-
einstimmung der mit beiden Verfahren bestimmten Dichten. Die gute Korrelation
ist wesentlich auf das Aussortieren unphysikalischer Losungen beim Looyengamodell

8Formal ist die Fortpflanzung der Kovarianzmatrix V(o Im(eL)) it der Jacobimatrix
Tpr=ps wLylm(EiL))(WL, Im(el)) zu betrachten.
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a: Trockenschneezone b: Perkolationsbereich
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Abbildung 4.17: Vergleich der nach dem Looyengamodell bestimmten Dichte mit
aus y-Streuung bestimmten Dichten

Die Streuverteilungen der aus Anwendung des Looyengamodells pr, und ~-Streuung p- be-
stimmten Dichtemeflwerte sind nach der Herkunft der Eiskerne aus dem Bereich trockenen
Schnees (a:) und mit auftretender Perkolation (b:) getrennt auftgetragen. Fiir die Eisker-
ne aus dem Bereich trockenen Schnees (a:) wurde el = 3.12 & 0.04 eingesetzt. Es ergibt
sich ein Korrelationskoeffizient R(pr,, py) = 0.993 bei N = 129434 Datenpunkten. Die
eingetragene einfache Proportionalitéit aus einer ungewichteten Anpassung [Barlow, 1989,
Abschn. 6.1.1] entspricht pr, = &, 5 /€, ., X py = 0.995 X p,. Fiir die Eiskerne aus dem
Bereich mit Perkolation (b:) ergibt sich fiir eingesetztes el = 3.12 4 0.2 ein Korrelati-
onskoeffizient R(pr,, py) = 0.950 bei N = 13170 Datenpunkten. Im Perkolationsbereich
wurde die eingetragene einfache Proportionalitit zu pr, = €, , /€, , X py = 1.004 x p,
bestimmt.

zuriickzufiithren. Die Ablehnung unphysikalischer Losungen ist auch Ursache fiir das
Fehlen von Losungen mit einer Dichte von mehr als pr, > pg = 0.9197 —£5. Nach
dem Aussortieren von Bereichen mit schlechter Kernqualitdt besteht der Daten-
satz fiir die Trockenschneezone aus N = 135665 Datenpunkten. D.h. nur fiir 4.6 %
der Datenpunkte kann keine Losung nach dem Looyengamodell gefunden werden.
Die Anwendung des Looyengamodells auf den Datensatz aus dem Perkolationsbe-
reich findet fiir 16.3 % der urspriinglich N = 15738 verfiigharen Datenpunkte keine
Losung. Dies ermoglicht auch bei auftretender Perkolation immer noch eine sinnvolle
Anwendung des Looyengamodells als Densimeter. Die breite Streuung bei mittleren
Dichten um 0.7 25 in Abbildung 4.17b ist wohl ein Artefakt der unterschiedlichen
Tiefenauflosung des auf wenige Millimeter kollimierten «-Strahls und der 1 = 1 cm
langen Mefelektrode. Der ebenfalls nicht auszuschlieBende Versatz zwischen den Re-
ferenzpunkten der Densimeter im Bereich weniger Millimeter kann bei den scharfen
Dichtekontrasten von Eislinsen im Firn eine betréchtliche Streuung zwischen beiden
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Verfahren hervorrufen. Die beiden deutlich getrennten Doménen bei hoher und ge-
ringer Dichte und die starke Streuung um den mit geringer Punktdichte besetzten
Dichtebereich dazwischen stiitzen die Erklarung der Streuung als Resultat harter
Dichtekontraste.

Zum Einsatz als Mefiverfahren ist zusétzlich zu iiberpriifen, ob der Fehler des ein-
zelnen MeBwertes richtig geschéatzt wurde. Fiir Kerne aus dem Bereich trockenen
Schnees entnimmt man Abbildung 4.16 einen relativen Dichtefehler Apy/p, =
4...2 % fiir Kerntiefen unterhalb 5 m. Dieser Fehler ist nur unwesentlich grofier
als der in Abschnitt 4.1.5.4 angegebene relative Fehler der Dichtemessungen mit-
tels y-Streuung Ap, /py = 3...1.5 % der Dichtemessung mittels v-Streuung. Ein
Maf} fiir die Uberelnstlmmung beider Dichtemefverfahren ist die Vertréglichkeit
ihrer Differenz mit Null im Rahmen der Fehler. Der aus Gaufischer Fehlerfort-
pflanzung fiir die Differenz der Dichtewerte an einem MeBpunkt berechnete Fehler
Alpr, — py) = /(Apr)? + (Ap,)? entspricht gerade dem in Abschnitt 3.2.7.3 fiir die
Wichtung einer y2-Anpassung diskutierten Fehler. Berechnet man fiir die Differenz
der mit n =1,..., N durchnummerierten Me3daten das gewichtete

(L, — 0y’
Lpn = P~y
n , 415
Z Aan (Ap'\/n)2 ( )

n=1

so kann die Arbeitshypothese $: “Die Differenz der DichtemeBwerte pr,, und p,
nach den unterschiedlichen Verfahren verschwindet im Mittel im Rahmen der
hochstens {iberschitzten Fehler” statistisch getestet werden. In Abschnitt 3.2.7.4
wurde in einem analogen Fall die Hypothese als die Abschédtzung des berechneten
x? durch einen kritischen Wert X%(n) in die mathematische Sprache iibersetzt:

513" < ) (4.16)

Die Annahme einer richtigen Hypothese wird, wie in Abschnitt 3.2.7.4 beschrieben,
durch die Ablehnung der alternativen Nullhypothese

9o x> xa(n) (4.17)

bestdrkt. Man findet fiir den Trockenschneebereich mit n = N = 129434 Frei-
heitsgraden y? = 116585. Mathematica [Wolfram, 1996] berechnet mit den ange-
gebenen Werten fiir die iiber den Ablehnungsbereich der alternativen Hypothe-
se o integrierte Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung, d.h. die Wahrscheinlichkeit
p = 4.6 x 107'°2 fiir einen Fehler 1. Art bei Ablehnung der Nullhypothese. Wihlt
man z.B. ein hohes Signifikanzniveau von 1 %o, so wird man die Nullhypothese
9o wegen x* = 116585 = x4, 0-152(129434) < X2 01(129434) getrost ablehnen
und die Hypothese $) akzeptieren. Ein anderer Ausgang des Tests wire bei den
grofziigig geschéatzten Fehlern auch ein Grund, die Modellannahmen des Looyenga-
modells grundsétzlich zu iiberpriifen.

Fiir den Perkolationsbereich wurde bereits eine gréflere Streuung diskutiert und
fithrt man fiir die angegebenen Fehler einen analogen Konsistenztest aus, so wird
man die Nullhypothese $), fiir das gefundene y* = 87578.2 > 13378.4 = Y3 4(13170)
(Zahlenwert mit Mathematica [Wolfram, 1996, Abschn. 3.2.14] berechnet) sogar auf
dem sehr schwachen p = 0.9 Signifikanzniveau annehmen und damit die Hypothese £
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ablehnen. Umgekehrt ist es mdglich, einen unbekannten Fehler aus der y2-Verteilung
zu bestimmen [Barlow, 1989, Abschn. 6.4]. Wegen der hoheren Ortsauflosung der
Dichtemessung mittels y-Streuung ist eher von einer Fehlerbehaftung der Dichte-
messung mit dem Looyengamodell auszugehen. Vergrofiert man z.B. den Fehler des
Realteils der Dielektrizitéitskonstanten um einen Faktor 5 und setzt e = 3.1240.2
ein, so wird man fiir das analog zur Betrachtung im Trockenschneebereich mit dem
berechneten p = 9.5 x 1073 fiir ein y? = 11424.3 die z.B. auf dem 1 % Signifikanz-
niveau getestete Nullhypothese $y ablehnen. Der vorgenommene Test ist allerdings
kein Konsistenztest mehr, und die nach dem Looyengamodell bestimmten Dichten
sind kritisch zu hinterfragen. Eine Etablierung des Looyengamodells als Dichtemef3-
verfahren im Perkolationsbereich wiirde noch eine genauere Betrachtung der weit
streuenden Punkte erfordern, z.B. ob sie tatsichlich im Ubergangsbereich zwischen
Firn und Eislinsen liegen. Eine auf dem um die Punkte im Ubergangsbereich zwi-
schen Firn und Eislinsen reduzierten Datensatz abgelehnte Nullhypothese wiirde die
Hypothese der iiberschéitzten Fehler fiir die Dichtebestimmung nach dem Looyenga-
modell starken. Die dann im Bereich mit starken Dichtekontrasten gemessenen Werte
konnten als Mittelwerte aufgefait werden und die Methode wire in sich schliissig.
Die gefundenen Steigungen fiir eine ungewichtet angepafite einfache Proportionalitét
[Barlow, 1989, Abschn. 6.1.1] mit 5 %o bzw. 4 %o Abweichung vom erwarteten Fak-
tor 1 stiitzen die Wahl der angenommenen Konstanten e = 3.12 und pg = 0.9197.
Auch die Erkldrung des Versagens der Dichtebestimmung nach dem Looyengamo-
dell im Perkolationsbereich als Auflésungsartefakt wird durch die im Mittel richtige
Zuordnung der gemessenen Werte pr, = (1 £5 %o) x p, — hier vereinheitlicht fiir den
Bereich trockenen Schnees und Gebiete mit auftretender Perkolation geschrieben —
gestiitzt.

4.3.5 Leitfahigkeit der Eisphase und Datenbeispiel in der
Vulkanschichtkandidatenidentifizierung

Vergleicht man den negativen Imaginérteil der dielektrischen Eigenschaften des Eis-
kerns €” nach Abbildung 4.9 auf Seite 102 mit dem nach dem Looyengamodell
bestimmten negativen Imaginirteil der Dielektrizititskonstanten der Eisphase M
nach Abbildung 4.16, so erkennt man eine deutliche Reduktion bis Eliminierung der
Dichteabhéngigkeit. Die mit zunehmender Kerntiefe, d.h. zunehmender Dichte, von
e = 0.5... > 2 ansteigende Basislinie der Eigenschaften des Eiskerns ist fiir die
gefundenen Eigenschaften der Eisphase praktisch konstant e ~ 2. Beachtet man
die doppelt so grofien dargestellten Ordinatenabschnitte bei der Darstellung von £,
so findet man die Spitzen iiber der Basislinie vergréflert. Die relativen Hohen der
Spitzen zueinander veréndern sich wie bei der Elemination eines Verdichtungseffekts
erwartet ebenfalls. Nimmt man zur Abschétzung des Spurenstoffgehalts eine zur Ei-
genleitung des Eises addierte dem Spurenstoffengehalt proportionale Leitfdhigkeit
an, so ist in der Darstellung von £ bei gleichem Impuls des Spurenstofffluies eine
Zunahme der Hohe und Abnahme der Breite der Spitzen mit zunehmender Dichte zu
erwarten. Neben einem geringeren Spurenstofffluf} ist dies eine mogliche Erklarung
der geringeren Hohe der Spitzen in den oberen Kernbereichen. Eine eingehendere
Betrachtung der Spitzenform macht erst Sinn, wenn die noch nicht vorliegenden

chemischen Analysen des Spurenstoffgehalts der Kerne verfiighar sind.
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Abbildung 4.18: Vergleich der nach dem Looyengamodell bestimmten Eigenschaften
der Eisphase mit den Eigenschaften der Mischung im Bereich mit wahrscheinlich
vulkanogenem Eintrag

Die untere Grafik zeigt in der unteren Kurve den der Leitfdhigkeit proportionalen negativen
Imaginérteil ¢ des Eiskerns FB9707 gegen die Kerntiefe. Im gezeigten Tiefenbereich
erwartet man eine auf Eintrag von Spurenstoffen des Vulkanausbruchs Agung am 17.
Mirz 1963 [Newhall und Self, 1982] zuriickzufiihrende Spitze erhshter Leitfdhigkeit. Ein
Kandidat fiir die erwartete Spitze ist erst im oberen Profil der unteren Grafik dargestellten
negativen Imaginéarteil der Eigenschaften der Eisphase nach dem Looyengamodell aiL” zZu
finden. Die obere Grafik zeigt zum Vergleich den deponierten Tritiumgehalt gegen die Tiefe
und die in Oerter et al. [1999] festgelegte Datierung des Kerns, die die gefundene Spitze auf
etwa das Jahr 1963/4 festlegen. Die fiir den Beweis von vulkanogenem Eintrag im Bereich

der Leitfihigkeitsspitze notwendigen chemischen Messungen des Spurenstoffgehalts liegen
Ln

noch nicht vor. Grau gezeichnete Bereiche der Kurven von " bzw. 7" sind evtl. von

schlechter Kernqualitdt beeinflufit.

In den oberen Kernmetern ist der der Leitfdhigkeit proportionale negative Ima-
ginérteil der Dielektrizitdtskonstanten " in fithrender Ordnung von starken Dich-
teschwankungen abhéngig. In Abbildung 4.18 ist in der entsprechenden Auftragung
kein Kandidat fiir eine Spitze durch vulkanogenen Eintrag zu identifizieren.

Betrachtet man hingegen den auf Dichteeinflul korrigierten negativen Imaginérteil
der Eisphase [, so ist die Spitze mit fast doppelt so hoher Leitfdhigkeit wie die ge-
dachte Basislinie ein Kandidat fiir eine Schicht mit vulkanogenem Eintrag, die nach
einer unabhéngigen Datierungsmethode genau in der angetroffenen Tiefe zu erwar-
ten ist. Der Nachweis einer auf vulkanogenen Eintrag zuriickzufiihrenden Erhohung
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der Leitfahigkeit in der Kerntiefe der Spitze kann durch die noch nicht vorliegenden
chemischen Analysen eindeutig bestétigt oder widerlegt werden.

4.3.6 Diskussion in der glaziologischen Anwendung

Die Bedeutung der vorliegenden komplexwertigen Fortsetzung des Looyengamodells
ist primér in der Analyse von Eiskernen im Firnbereich zu sehen. Das Versténdnis
der in fithrender Ordnung von der Dichte bestimmten Leitfahigkeit des Kerns im
oberen Firnbereich ist Grundlage fiir die Korrektur auf den Dichteeinflul und dann
evtl. verbesserte Identifizierung von Kandidaten fiir Schichten mit vulkanogenem
Eintrag. Deshalb ist, wie im vorangegangenen Abschnitt 4.3.5 demonstriert die Be-
deutung des Modells besonders bei der Analyse von Firnkernen zur Bestimmung
der rezenten rdumlichen Akkumulationsverteilung zu sehen. Die mit der Kerntiefe
abnehmenden relativen Fehler Ael” /el =5...3.5 % des zur Leitfihigkeit der Eis-
phase proportionalen negativen Imaginirteils der Dielektrizititskonstanten e sind
selbst bei dem relativ grofziigig abgeschétzten Fehler des angenommenen Realteils
der Eisphase e = 3.1240.04 —E5 nur etwas mehr als doppelt so grofi wie der Fehler
der gemessenen Leitfahigkeit des Eiskerns Ae”/e*”. Die Messung ist mit diesen
Fehlern immer noch als Prézisionsmessung zu bezeichnen.

Die nach Abschnitt 4.3.4 in der Anwendung des Looyengamodells bestimmten Dich-
temeBwerte sind mit ihrem mit zunehmender Kerntiefe abnehmenden relativen Feh-
lern Apr/pr, = 4...2 % qualitativ mit der aus ~-Streuung bestimmten Dichte-
messung vergleichbar. Werden die in Abschnitt 4.1.5.4 diskutierten Verbesserungen
des v-Densimeters umgesetzt so ist die aus y-Streuung gemessene Dichte um einen
Faktor zwei bis drei genauer als die nach dem Looyengamodell bestimmte. Das
fiir mittels v-Streuung gemessene Dichtereihen beschriebene Abzéhlen von Jahres-
schichten zur Datierung [Fischer et al., 1998] kann an den nach dem Looyengamodell
bestimmten hochaufgelosten Dichtetiefenreihen ebenfalls vorgenommen werden. Zu-
sammenfassend stellt man fest, dafl die Dichte mittels einer elektrischen Anordnung
bereits im Feld gemessen werden kann. Fiir den Bereich trockenen Schnees sogar
in nahezu gleicher Prézision wie mit der aufwendigeren, an ein Labor gebundenen
hochaufgelosten Dichtemessung mittels y-Streuung. Dies ist insbesondere vor dem
betrachtlichen Verwaltungsaufwand durch den Umgang mit der radioaktiven Quelle
des y-Densimeters im Feld zu sehen. Die statistisch signifikant im Rahmen der Feh-
ler iibereinstimmenden unabhéngigen Dichtemessungen sind ein starkes Argument
fiir die VerlaBlichkeit der dielektrischen Messungen insgesamt.

Die Messung von Kernen aus Gebieten mit auftretender Perkolation ist noch nicht in
der diskutierten Genauigkeit moglich. Hier sind noch weitere schon diskutierte Un-
tersuchungen zur Etablierung des Verfahrens angezeigt, die aber erfolgversprechend
sind.

4.4 Messung bei niedrigen Frequenzen

Messungen bei niedrigen Frequenzen unterliegen dem bereits von Auty und Cole
[1952] diskutierten EinfluB selbst kleinster Luftspalte. Fiir die Messung von Eisker-
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nen mit dem hier beschriebenen Meflkondensator wurde der Einflul der Luftspalte
bereits in Abschnitt 3.2 diskutiert. Die wegen der Meflbereichsbegrenzung der ver-
wendeten MeBbriicke bendtigte Verlangerung der Mefelektrode um einen Faktor 10
auf | = 100 mm zur Erhohung der Leerkapazitéit bei niedrigen Frequenzen ist in
Abschnitt 3.2.5 diskutiert. An ausgewéhlten Kernabschnitten des Kerns FB9817
[Oerter et al., 2000] wurden Frequenzgénge zwischen f = 100 Hz. .. 250 kHz mit ei-
ner | = 100 mm langen MefBelektrode und moglichst genauer Zentrierung des Kerns
in der Mitte des Meflkondensators vor der Messung des jeweiligen Kernabschnitts
von Hand vorgenommen. Ein typisches Meflergebnis fiir einen etwa 1 m langen Kern-
abschnitt zeigt Abbildung 4.19.

Die Auswertung fiir jede einzelne Frequenz erfolgt analog zu den beschriebenen Mes-
sungen bei einer MeBfrequenz von f = 250 kHz. Die Fehler durch den Einflufl von
Oberflachenstromen sind entsprechend Abschnitt 3.2.3 mit Literaturdaten [Caranti
und Illingworth, 1983, Abbildung 4, Kurve fiir “thick frost”] berechnet. Die einge-
setzte Kurve fiir Rauhreif reprasentiert Caranti und Illingworth [1983] zufolge eben-
falls den Fall des vor der Messung hier vorgenommenen Abreibens der Oberfléche.
Trotz der genaueren mechanischen Positionierung wurden die frither angegebenen
Fehler von A2b = 1 mm fiir den Eiskerndurchmesser eingesetzt, da eine genaue
Abschétzung der Zentrierung nicht moglich ist und damit jede Fehlerabschiatzung
willkiirlich bleibt. Im Rahmen der hier bestimmten Fehler lassen sich anhand Ab-
bildung 4.19 exemplarisch Eigenschaften polaren Firns ablesen:

e Alle hier fiir niedrige Frequenzen gemessenen Dielektrizitdtskonstanten sind
hoher als bei kiinstlich hergestelltem Eis, fiir das man bei —10 °C eine sta-
tische Dielektrizitatskonstante von etwa ¢ = 103 [Petrenko und Whitworth,
1999; Takei und Maeno, 1997] erwartet. Beriicksichtigt man die Dichte des im
Beispiel gemessenen Firns von etwas weniger als 0.6 -5, so sind die klein-

sten gemessenen Dielektrizitdtskonstanten von etwa € 2 120 im Vergleich zur

statischen Dielektrizitéitskonstante von reinem Eis grof3. Fiir polare Eisproben
sind sehr hohe Dielektrizitdtskonstanten von bis zu iiber 1000 in der Literatur

beschrieben [Vassoille et al., 1982; Fitzgerald und Paren, 1975].

e Die beobachteten negativen Leitfdhigkeiten bei den Punkten mit & < 0
wurden auch von anderen Experimentatoren gefunden [Paren, 1973; Ruepp,
1973; Chan und Johari, 1973]. Die von Paren [1973] diskutierte Unsicher-
heit durch nichtbehandelte Luftspalte kann bei der hier vorgestellten Mes-
sung durch exakte Behandlung der Luftspalte ausgeschlossen werden. Die Mef3-
briicke wird in ihrem Spezifikationsbereich betrieben, so daf sie als Fehlerquelle
ausscheidet. Die gefundenen Meflwerte sind deshalb als real anzusehen. Ruepp
[1973] konnte die von ihm gefundenen negativen Leitfdhigkeiten bei einer mit
Flourwasserstoff (HF) dotierten und bei einer mechanisch verformten Probe
als dielektrische Eigenschaft des Eises bestétigen und fiir die Beobachtung Ar-
tefakte des MeBkreises ausschlieBen. Itagaki [1983] berichtet von wiederholt
gefundenen negativen Leitwerten fiir auf eine Elektrode aufgefrorene Eispro-
ben niedriger Dislokationsdichte.

e Die Relaxationsfrequenz von 2 kHz (Frequenz bei maximalem Imaginérteil
der Dielektrizitétskonstanten €7, d.h. beim Scheitelpunkt der jeweiligen Kur-
ve nach Abbildung 4.19) ist etwas geringer als die fiir kiinstlich hergestelltes
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Abbildung 4.19: Mef3beispiel fiir niedrige Frequenzen

Die unteren Grafiken zeigen die Leitfahigkeit o und die Dielektrizitdtskonstante e ge-
gen die Kerntiefe und die Mefifrequenz f. Wegen der besseren Darstellbarkeit wurde die
Frequenzachse fiir die beiden Grafiken jeweils in unterschiedlicher Richtung gew#hlt. Die
obere Grafik zeigt Cole-Cole Darstellungen [Cole und Cole, 1941; Cole, 1955] ausgew dhlter
Tiefenschnitte mit zu den unteren Grafiken korrespondierenden Symbolen. In der Cole-
Cole Darstellung ist fiir Mefpunkte mit einer Frequenz von hochstens f < 2 kHz die
MeBfrequenz f in kHz angegeben.
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Eis gefundenen 3 kHz. Die viel geringeren Relaxationsfrequenzen im Bereich
von einigen hundert Hertz sind einer weiteren Relaxation zuzuordnen. Die ge-
messene Probe wurde in einem kalten Eisschild gebohrt und nach so kurzer
Lagerung wie moglich dielektrisch vermessen. Durch Lagerung bei hohen Tem-
peraturen oberhalb —10 °C altern die Proben und zeigen héhere Relaxations-
frequenzen [Reynolds, 1985]. Dies wurde auch an aus zeriebenem Eis kiinstlich
hergestelltem Schnee beobachtet [Paren und Glen, 1978]. Die viel niedrigeren
Relaxationsfrequenzen entsprechen der bei isolierenden Elektroden immer wie-
der gefundenen und vielfach beschriebenen Raumladungsrelaxation, die stark
von der Geschichte des Kristalls [Taubenberger, 1973|, von erfahrener, mecha-
nischer Verformung [Noll, 1978] und der Probendicke [Grénicher et al., 1955]
abhéngig ist.

Die aufgefiihrten Ubereinstimmungen der niederfrequenten Eigenschaften polaren
Eises aus Messungen mit dem hier vorgestellten Meflkondensator und Auswertung
mit der Theorie zur Behandlung der Isolierschichten mit in der Literatur zu finden-
den Eigenschaften polaren Eises aus anderen etablierten Meimethoden demonstriert
die Moglichkeiten der in der vorliegenden Arbeit fortentwickelten Mefimethode zur
Messung dielektrischer Eigenschaften polarer Eiskerne. Bevor im abschlieBenden Ka-
pitel 5 iiber mogliche Ursachen der Beobachtungen spekuliert und zukiinftige An-
wendungen der Mefimethode evaluiert werden, soll kurz die Mefimethode als solches
zusammenfassend diskutiert werden.

4.5 Diskussion der Theorie in der Melanwendung

Die vom Eichskript ausgegebenen Fehler der dielektrischen Messung im hochfre-
quenten Bereich sind zwei Prozent oder genauer. Die Theorie eines zylinderféormigen
Kondensators mit Isolierschichten trégt bei der Eichung wesentlich zur erreichten
Genauigkeit bei, besonders der berechnete Fehler der Leerkapazitét des realen Kon-
densators ist eine wichtige Eichgrofie. Selbst relativ grofie angenommene Fehler fiir
den Eiskernradius tragen in der Fortpflanzung zu den dielektrischen Eigenschaf-
ten des Eiskerns verglichen mit den Fehlern der elektrischen Messungen nur unwe-
sentlich bei. Die Korrektur durch Beriicksichtigung des etwas kleineren Radius des
Eiskerns im Vergleich zum MeBelektrodenradius ist teilweise mehrere Prozent und
damit wesentlich. Die Mefigenauigkeit ist hier zunéchst ausgereizt, da die elektri-
sche Messung fithrend zum Fehler beitragt. Eine Verbesserung wiirde entweder ein
besseres Mef3gerdt oder eine lingere Meflelektrode erfordern und damit einen Ver-
lust von Tiefenauflosung. In der weiteren Anwendung der dielektrischen Medaten
zur Dichtebestimmung mit dem Looyengamodell tragen bei den doppelt so grofien
Dichtefehlern von 2 Prozent die iiber 1 Prozent Fehler in der Unbestimmtheit der
Dielektrizitédtskonstanten von reinem Eis entscheidend bei. Eine Verbesserung der
MeBgenauigkeit im Tausch gegen Auflésungsverlust macht deshalb keinen Sinn. Die
Fehler der Absolutwerte sind systematisch dominiert, d.h. der direkte Vergleich be-
nachbarter Mefwerte ist mit wesentlich kleineren Fehlern behaftet als die in der
vorliegenden Abhandlung angegebenen Fehler der Absolutmessung.
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Die niederfrequenten Messungen haben bei Betrigen der Dielektrizitéitskonstanten
um 100 einige Prozent Fehler, d.h. sie haben bereits eine verldflliche Meflgenauig-
keit. Einen wesentlichen Fehlerbeitrag liefert die Beriicksichtigung des Einflusses der
Oberflachenstrome. Durch Messung bei tieferen Temperaturen kann dieser Einflufl
reduziert werden. Die aus einer Notlage im Feld geborene Lagerung der Kerne bei
—10 °C und moglichst schnelle Bearbeitung ist keinesfalls ideal. Die beobachteten
Relaxationszeiten legen nahe, dafl das urspriingliche Verhalten des Firns im FKis-
schild gemessen wurde. Bei Messung im direkten Anschlufl an die Bohrung ist von
tieferen Temperaturen auszugehen, da die Kerne {iblicherweise in einer kélteren Um-
gebung gebohrt werden. Analysen an der Oberfliche sollten zur Vermeidung einer
Erwéarmung durch Absorption von Sonnenstrahlung im Schatten besser in einem
weilen Zelt stattfinden. Der aus der Durchmesserungenauigkeit und Eiskernpositio-
nierung resultierende Fehler kann durch eine Positionier- und Mefeinrichtung auf
ein bis zwei Zehntelmillimeter reduziert werden, womit sich der Fehlerbeitrag im
Vergleich zum hier eingesetzten Fehler von einem Millimeter um einen Faktor fiinf
bis zehn verbessert. Die Positioniereinrichtung kénnte z.B. mit kleinen Blasebélgen
aus Plastikfolie realisiert werden. Die Dicke der Plastikschichten kann durch die
Implementierung der bereits auf beliebig viele Schichten erweiterten Theorie exakt
beriicksichtigt werden. Auch eine Positionierung mit synchron ein- und ausgefahre-
nen Stéaben ist moglich, mufl aber wegen méglichem nicht behandelbarem Einflufl auf
die Messung einen Abstand von einigen Zentimetern zum MeBbereich einhalten und
ist damit ungenauer. Die genaue Vermessung der mit der diinnen Packfolie sogar im
porosen Firn recht genau definierten Kernoberfliche ist z.B. mit Laserabstandsmes-
sung moglich. Kontinuierliche und mit einer zehn Zentimeter langen Meflelektrode
immer noch hochaufgeloste Messungen am Eiskern sind wissenschaftlich und tech-
nisch moglich. Uber das bereits diskutierte Densimeter und die Vulkanschichtkan-
didatenidentifizierung hinausgehende Anwendungen werden im folgenden Kapitel 5
diskutiert.

131



Kapitel 5

Ausblick,
Anwendungsmoglichkeiten,

Spekulatives

Unterhalb einer bestimmten Tiefe ist die Bohrung eines Eiskerns die physikalischen
Eigenschaften des Eisschilds in ihrer Gesamtheit am besten erhaltende Beprobungs-
methode vor Ort. Damit kommt den physikalischen Mefverfahren am Eiskern die
Bedeutung als Schnittstelle zu geophysikalischen Verfahren am FKEisschild zu. Die
dielektrischen FEigenschaften von Eis dndern sich wenig von den hier verwendeten
MeBfrequenzen f = 250 kHz zu Radarfrequenzen in der Groflenordnung von GHz.
Dielektrische Messungen am Eiskern sollten sich daher prinzipiell mit den Befunden
elektromagnetischer Reflexionsverfahren vergleichen lassen. Bereits in den Anféngen
wurden mit DEP gemessene Leitfahigkeiten zur Modellierung von synthetischen
Radargrammen verwendet [Moore, 1989; Moore, 1988]. Selbst neuere Ansétze zur
Modellierung von Radargrammen setzen immer noch bei der Berechnung der Dielek-
trizitdtskonstanten iiber stark vereinfachende Naherungen von Mischungsmodellen
[Miners et al., 1997; Glen und Paren, 1975] fiir den Firnbereich an. In die Model-
lierung von Radargrammen geht die gemessene komplexwertige Dielektrizitétskon-
stante polaren Eises ein, so dafl die hier vorgenommene unmittelbare Messung der
dielektrischen Eigenschaften am Eiskern die Unsicherheit durch Mischungsmodelle
[Bogorodskii et al., 1985, Abschn. 3.6] eleminiert. Die zur Modellierung von Radar-
grammen bendtigte Auflosung der Variabilitéit auf der Léngenskala von Zentimetern
ist mit minimiertem Probenpréaparationsaufwand durch direkte Messung am Eiskern
moglich. Erste Vergleiche von die Kernpositionen verbindenden Bodenradarprofilen
[Nixdorf et al., 2000] mit aus den dielektrischen Messungen vorwirtsmodellierten
synthetischen Radargrammen zeigen eine zuvor so nicht reproduzierte Ubereinstim-
mung [pers. Mitt. Daniel Steinhage und Uwe Nixdorf, 2000]. Die Modellierung ist
Gegenstand einer Dissertation, der hier nicht vorgegriffen werden soll.

Die dielektrischen Meldaten eignen sich zur Berechnung der Firnkorrektur bei Ra-
darmessungen. Die Ergebnisse der hier vorgestellten Eiskernmessungen werden zur
Berechnung der Firnkorrektur fiir die Dronning Maud Land Radarbefliegung ver-
wendet [pers. Mitt. Daniel Steinhage, 1999]. Aus Radarsatellitenmessungen abgelei-
tete Eigenschaften der Schneeoberfliche wurden ebenfalls mit den in dieser Arbeit
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gemessenen Eiskerndaten verglichen [Zahnen, 1999].

Neben der bereits konkreten Anwendung zur Verkniipfung mit Radarmessungen
bietet sich das Studium polaren FEises als Material an, um mehr iiber Eis an sich
zu lernen. Polares Eis scheint besonders von der sténdig erfahrenen Deformation
gepragt zu sein. Basales Gleiten bringt eine Vielzahl von Defekten in die Kristal-
le ein, die teilweise sogar als Linien optisch zu erkennen sind [pers. Mitt. Josef
Kipfstuhl, 1999]. Erhohte Defektkonzentrationen wurden an verschiedener Stelle fiir
die besonderen Eigenschaften polaren Eises diskutiert. Vassoille et al. [1982] ver-
muten fiir die von ihnen diskutierten besonderen mechanischen und dielektrischen
Eigenschaften polaren Eises einer Verdnderung der Konzentration und Verteilung
intrinsischer Defekte durch Alterungsvorgiange verbunden mit den Bedingungen der
Bildung von kristallinem Eis aus Schnee. Uber den AlterungsprozeB an sich miissen
sie Annahmen machen und haben Erklarungsprobleme, die Alterung bei den tiefen
Temperaturen im Probenursprungsgebiet bei Dome C in der inneren Antarktis zu
erkldren. Sie vermuten kinetische Effekte an der Oberfliche als mogliche Erklarung
fiir den Ablauf eines Alterungsprozesses. Mechanische Beanspruchung ist in der La-
ge die dielektrischen Eigenschaften von Eis zu verédndern [Noll, 1978]. Wie bereits
in Abbildung 4.15 erwidhnt nennt Paterson [1994] ab der Tiefe mit nicht weiter
abnehmender hochfrequenter Dielektrizitdtskonstante die Rekristallisation und De-
formation als dominierende Verdichtungsprozesse. Gleichzeitig wird der Druck auf
die Kontaktpunkte hoher. Paren und Glen [1978] finden fiir polares Eis im Byrd
Kern [Hammer und Clausen, 1994] eine hochfrequente Dielektrizitiatskonstante von
2.98. Fiir mit einem Ké&sehobel von einem massiven Eisblock abgeraspelte und dann
definiert verdichtete Spdne zur Erzeugung synthetischen Schnees finden sie in der
Anpassung des Looyengamodells ebenfalls eine niedrige Dielektrizitatskonstante von

3.03.

Andere Mischungsmodelle liefern bei hohen Frequenzen ebenfalls niedrigere Dielek-
trizitdtskonstanten als fiir kiinstliches Eis gefunden werden [Paren und Glen, 1978].
Chemische Spurenstoffkonzentrationen werden am Eiskern in hoher Auflésung ge-
messen. Kristalleigenschaften mifit man an ausgewéhlten Proben. Ein Ansatz zur
Bestimmung der Dislokationsdichte als neben den bereits mit der Jaccard Theorie
diskutierten ionischen und Bjerrum-Defekten weitere Fehlstellenart im Eis ergibt
sich aus verédnderten Rontgenbeugungstopographien fiir Eis mit Dislokationen [Mi-
zuno, 1978]. Eine einfache vielversprechende Methode im Vergleich zur Topographie
ist die Messung der Linienbreite verschiedener Reflexe. Solche Messungen fanden
an einer Eiskernprobe stark verbreiterte Linien der a-Achsen Reflexe, die auf das
Vorhandensein von Unterkorngrenzen sensitiv sind [pers. Mitt. Werner F. Kuhs,
2000]. Hier bote sich evtl. eine Moglichkeit, die Verformung eines gemessenen Eis-
kernbereichs abzuschétzen und den Zusammenhang mit verdnderten dielektrischen
Eigenschaften zu studieren.

Eine Anwendung dielektrischer Verfahren zur Messung der Anisotropie wire z.B.
eine Abschétzung der mittleren c-Achsenausrichtung und Vergleich mit Messungen
aus gekreutzten Polarisatoranordnungen [Thorsteinsson et al., 1995; Thorsteinsson
et al., 1997; Gow et al., 1997]. Folgt man &lteren Literaturwerten von einer Ani-
sotropie der statischen Dielektrizitatskonstanten von 15 % und der hochfrequenten
von 2 % [Hobbs, 1974, Tabellen 2.1 & 2.2 |, so wire die Messung der mittleren
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Kristallachsenausrichtung moglich und eine gute Moglichkeit zur Verfolgung zwi-
schen ihrer Ausrichtung nach vermessenen Schichten. Johari und Jones [1978] fin-
den Werte mit 1 % Ubereinstimmung der niederfrequenten und 5 %o Ubereinstim-
mung der hochfrequenten Dielektrizitdtzkonstanten in Richtung der c-Achse und
senkrecht dazu. Dem widersprechen von Petrenko und Whitworth [1999] zitierte
Messungen [Kawada, 1978, 1979; Takei und Maeno, 1987] mit einer beobachteten
Anisotropie im Bereich von mehr als 15 %. Eine Abschétzung der Kristallachsen-
ausrichtung iiber Anisotropie kénnte mit einer am Eiskern vorgenommenen Kapa-
zitdtsmessung im niederfrequenten Bereich moglich sein. In Richtung der Eisker-
nachse wahlt man z.B. eine Anordnung aus zwei entlang der Kernachse angeord-
neten ringférmigen geschiitzten Elektroden. Eine zusétzlich dazu mit dem hier be-
schriebenen Meflkondensator in mehreren Richtungen gemessene Kapazitéit sollte,
wenn auch mit betriachtlichem theoretischen und numerischen Aufwand, eine Be-
stimmung des mittleren Dielektrizitatstensors oder zumindest eine Abschitzung der
Anisotropie der dielektrischen FEigenschaften zwischen FEiskernachse und senkrecht
dazu ermoglichen. Der Dielektrizitdtstensor wére nicht nur zur Messung der mitt-
leren c-Achsenverteilung interessant, sondern Eingangsgrofie zur Beriicksichtigung
der doppelbrechenden Eigenschaften von Eis [Hargreaves, 1978] in der Modellierung
synthetischer Radargramme. Die Anisotropie der Dielektrizitédtskonstanten wurde
erst kiirzlich zur Erklarung von Radargrammen [Fujita und Mae, 1994; Fujita et al.,
1999] herangezogen. Bis die vorgeschlagenen methodischen Weiterentwicklungen zur
Messung der dielektrischen Eiskerneigenschaften umgesetzt sind und an eine Ver-
feinerung der Radargramme zu denken ist, bietet sich eine Klassifizierung der von
vielfaltigen Spurenstoff- und Kristalleigenschaftskombinationen gepréagten Eiskern-
bereiche nach ihren elektrischen Eigenschaften an. Die eingehende Studie moglichst
vieler weiterer physikalischer und chemischer Eigenschaften verschiedener das glei-
che Signal représentierender Abschnitte sollte ein tieferes Versténdnis fiir die das
dielektrische Signal bestimmenden Effekte und ihr Zusammenspiel ermoglichen.
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Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

A.1 Hilfsmittel fiir Rechnungen mit den modifi-
zierten Besselfunktionen

Fiir die Betrachtungen im Hauptteil werden die Verhéltnisse der modifizierten Bes-
selfunktionen benotigt. Fiir die modifizierten Besselfunktionen zweiter Art 148t sich
das bendtigte Ergebnis leicht zeigen, wiahrend fiir die modifizierten Besselfunktionen
erster Art aus den in Abramowitz und Stegun [1965] angegebenen Relationen kein di-
rekter Beweis folgt. Die Erarbeitung eines Beweises gemeinsam mit Michael Rosgen
[pers. Mitteilung, 1998] erschien einfacher als eine aufwendige Literaturrecherche.

A.1.1 Verhéiltnis KKL der modifizierten Besselfunktionen

zweiter Art

Behauptung Die (n — 1)-te ist kleiner als die n-te modifizierte Besselfunktion
zweiter Art fiir positives reelles Argument x € RS und natiirliche Ordnung n € Ny:

Kn_l(ZL‘)

o) <1 fir neNyzeRl. (A1)

Beweis Nach Abramowitz und Stegun [1965, Abschnitt 9.6.] sind die modifizierten
Besselfunktionen zweiter Art K,(z) > 0 fiir natiirliche Ordnungen n € Ny und posi-
tive reelle Argumente x € RT. Die Ableitung fiir natiirliche Ordnung [Abramowitz
und Stegun, 1965, Formel 9.6.45] ist damit positiv:

0 n' (3o) " <~ (32)" Kilo)
{5 Ky(x)} = —2 o lc)kk:’ > 0. (A.2)

v=n k=0

Fiir mit der Ordnung wachsendes K, (x) ist das aber gerade die Behauptung.
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A.1.2 Verhiltnis ”“ der modifizierten Besselfunktionen er-
ster Art

Behauptung Die (n + 1)-te ist kleiner als die n-te modifizierte Besselfunktion
erster Art fiir positives reelles Argument x € R und natiirliche Ordnung n € Ny:

In-l-l(x)

xS <1 fir neNyzeRl. (A.3)

Beweis Die in Abramowitz und Stegun [1965, Formel 9.6.28] angegebene Formel

fiir die Ableitung;:
d L(z)
I A4
wae) = an — 2 (A.4)
teilt man durch I,(z). Die logrithmische Ableitung liefert gemeinsam mit der in
Abramowitz und Stegun [1965, Abschnitt 9.6.] angegebenen Eigenschaft I,,(x) > 0

fir n € Ny und z € R*:

In+1 d _[n(fL')
= — . A5
I, dez zn (A-5)
Die Beweisidee ist nun, die Ableitung des Verhéltnisses ddx I’f(l i abzuschétzen, und
dann gemeinsam mit einer weiteren Abschiatzung des Anfangswertes und der Drei-
ecksungleichung fiir Integrale [Heuser, 1990a, Satz 85.1] eine Abschétzung fiir das
Verhiltnis der modifizierten Besselfunktionen zu finden. Zur Abschétzung der Ab-

leitung des Verhéltnisses betrachtet man:

Iny1(x) Iny1(z) In(z Iy (z) 2
d L@@ _ 4 2 Lo &0 L@ (A5 L <1n+1($)>

de In(z) ~— dz @ T T Inl@ T (In@)\2 " - In<w) I.(z)
2 (25)

™ z"

(A.6)
Um eine Differentialgleichung in I'}—“ zu erhalten, schétzt man weiter den ersten
Term ab. Aus der in Abramowitz und Stegun [1965 Formel 9.6.10] angegebenen

Potenzreihe i
LV S (Ba?)
I, = (= 4 A7
(2) (yﬁ > T kT (A7)

berechnet man Potenzreihen fiir:

[ 00 1 2k
In _gon | (32) (A.8)
" ~ KT(n+k+1)
und o
I = 2k+1 5
d L 9 Z k+ | (3) _ (A.9)
dr an 2(n+k+1) KT(n+k+1)

k=0

Vergleicht man nun (A.8) und (A.9) gliedweise, so folgt L IZ“ < L ynd mit Ein-

setzen in (A.6):

d Ii(z) Lpsa(2) ’

— = <1- . A.10
de I,(xz) — I,(x) ( )

Den Fall fiir Gleichheit erfiillt gerade der Tangenshyperbolicus tanh: & tanh(z) =

1 — tanh®*(z). Anhand der Potenzreihe fiir I, (A.7) stellt man fest, daﬁ I’}:(IO)) 0
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fiir natiirliche Ordnung n € Nj. Auch der Tangenshyperbolicus verschwindet fiir
das Argument 0, tanh(0) = 0. Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale [Heuser,
1990a, Satz 85.1] und der Abschitzung fiir den Tangenshyperbolicus tanh(x) < 1
fiir reelle x € R [Bronstein und Semendjajew, 1989, Tabelle 2.5.2.3.2.], folgt dann
die Behauptung fiir alle Argumente x € R und alle natiirlichen Ordnungen n € Ny:

[n+1($€) d [n+1
I,(x) do’  I,(')

/— tanh(z') dz’ = tanh(z) < 1. (A.11)

A.2 Zweidimensionale Potentialtheorie und har-
monische Funktionen

Fiir ein zweidimensionales Problem mit bekannter Potentialfunktion ist eine Para-
metrisierung der Feldlinien gesucht. Mit Hilfe der Funktionentheorie ist das Problem
wegen der speziellen Eigenschaften harmonischer Funktionen leicht zu 16sen. In Rem-
mert [1995a, Kap. 1, §§ 1-2] werden Betrachtungen zu Potentialgleichungen in zwei-
dimensionalen kartesischen Koordinaten vorgenommen. Eine harmonische Funktion
ist eine Funktion, die die ebene Laplace-Gleichung (in Gleichung (2.28) in Polar-
koordinaten angegeben) erfiillt. Budé [1987, §86] diskutiert das hydrodynamische
Problem der Bestimmung der Stromlinien aus dem Geschwindigkeitspotential fiir
eine ebene Stromung. Die mathematische Losung dieses Problems liefert zwei Funk-
tionen, deren Kurvenscharen fiir konstante Werte senkrecht aufeinander stehen, also
genau das Verhiltnis von Feldlinien und Aquipotentialflichen nach Definition. Die-
se beiden Funktionen sind Real- und Imaginérteil einer komplex differenzierbaren
Funktion, d.h. durch analytische Fortsetzung der bekannten Potentialfunktion 1483t
sich eine Parametrisierung der Feldlinien finden. Diese Funktionen werden nun in
Polarkoordinatendarstellung konstruiert.

Ausgehend von der Euler-Darstellung fiir komplexe Zahlen in Polarkoordinaten (z =
pel¥ = p(cos p +1sin ) mit p = |2, Im( [Remmert 1995a, Kap. 5,

§3]) und der Darstellung des Gradienten in Polarkoordmaten (grad ®(p, p) = gf €+

100 5
p Oy
Funkt10n . Die @ und T koénnen auch komplexwertig sein, dann sind sie jedoch nicht

mehr Real- und Imaginérteil der analytisch fortgesetzten Funktion:

w=g(z) = g(pe'?) = T(p,0) +1®(p, ¢) . (A12)
Die partielle Differentiation dieser Funktion in Polarkoordinaten ergibt:

dg(z) 9= 99(2) gy

) [Jackson, 1982] betrachtet man eine analytische komplex differenzierbare

grad,w = ERET, = —5, ¢ = grad, T +igrad,®, (A.13)
1 .
grad,w = ag(j) ; g—; = 8;(22) ie'” = grad, T +igrad, ®. (A.14)

'Real- und Imaginiirteil T bzw. ® sind hier im Gegensatz zur Betrachtung in Budé [1987]
vertauscht, da die Potentialfunktion ® mit dem Imaginirteil identifiziert werden wird und der
Realteil wurde mit T bezeichnet, da ¥ fiir den bis auf einen Vorfaktor identischen elektrischen
FluB} reserviert bleiben soll.
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Bedingungen an die Richtungsableitungen ergeben sich durch Addition der mit i
multiplizierten zweiten Gleichung (A.14) zur ersten (A.13):

grad, T — grad, ® +i (gradp P + grad,, T) 0. (A.15)

Reeller und imaginédrer Anteil sind linear unabhéngig, so dafl beide Anteile einzeln
verschwinden miissen:

grad, T = grad, @, (A.16) grad, ® = —grad, T . (A.17)

Bildet man nun unter Verwendung der Relationen div, A, = /—l)a%pAp und
div, A, = %%Aw die Divergenz div, A, + div, A, durch geschickte Additi-
on und Subtraktion der Divergenz der Gleichungen (A.16) und (A.17) unter
Beriicksichtigung der Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen:
10 10 1 0 0
div,grad, A=~ ——p-—A=-———A=div,grad, 4, (A.18)
pOp pdy pOp dp
so verifiziert man sowohl fiir ®, als auch fiir T die Giiltigkeit der Laplaceschen
Gleichung;:

Ad=divgrad® =0, (A.19) AT =divgradT =0. (A.20)

Dies legt eine haufige Anwendung dieser Relationen nahe. Man macht einen
Ansatz fiir eine reguldre Funktion, deren Real- oder Imaginérteil den Randbe-
dingungen eines Potentialproblems geniigt und hat wegen der Giiltigkeit der
Poissongleichung damit eine Losung fiir das Potentialproblem gefunden. Neben den
hydrodynamischen Anwendungen in Budé [1987, § 86| sei z.B. die Berechnung des
Randfeldes eines Plattenkondensators erwahnt [Greiner, 1991, Bsp. 4.7].

Die fiir die Parametrisierung der Feldlinien aus der Potentialfunktion benotigte Ei-
genschaft wird im folgenden betrachtet. Multipliziert man die rechten und linken
Seiten der Gleichungen (A.16) und (A.17) und faBt zusammen, so findet man das
verschwindende Skalarprodukt der Richtungsableitungen von ® und T, das die Or-
thogonalitdt der Gradienten impliziert:

(grad @) - (grad T) = (grad, ®) (grad, T) + (grad, ®) (grad, T) =0 . (A.21)

Da die Gradienten senkrecht auf den Auquipotentialfiiichen stehen [Budé, 1987,
§ 9] und selbst orthogonal zeinander sind, sind also auch die Kurvenscharen von
T = const und ® = const orthogonal zueinander. Hat man also eine harmonische
Funktion gefunden, deren Real- oder Imaginérteil Potentialfunktion ist, so parame-
trisiert der jeweils andere Anteil die Feldlinien.

Wegen der Giiltigkeit dieser Betrachtung allgemein fiir komplexe Funktionen kann
bei bekannter Potentialfunktion nach analytischer Fortsetzung die Feldlinienpara-
metisierung abgelesen werden. Fiir die analytische Fortsetzung in Polarkoordinaten
ist die direkt aus der Euler-Darstellung ersichtliche Moivresche Formel [Remmert,
1995a, Kap. 5, § 3, Abschn. 1] niitzlich:

2" = p"el™? = p"(cos np +1isin np) fiir zeCneNy. (A.22)
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Fiir Inverse von z éndert sich beziiglich des Winkels ¢ lediglich ein Vorzeichen:

1 .
— =p "e"P=p " (cos np—1isinnyp) fiir zeCneNy. (A.23)
zn
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Anhang B

Quellcode verwendeter
Programme

Der Quellcode ist auf Anfrage beim Autor erhéltlich.
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Anhang C

Aufgetragene Daten bearbeiteter
Eiskerne

Die Daten bearbeiteter Eiskerne sind auf Anfrage beim Autor erhéltlich.
Die Bereitstellung der Daten in der Datenbank PANGAEA
(http://www.pangaea.de) ist geplant.
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modifizierte Besselsche Funktion erster Art v-ter Ordnung, 10-12, 14,
137, 138

Funktion X (innerhalb, auflerhalb, alternativ) des Zylinders, 10-12,
14, 16, 24, 25, 36-38, 49

Elektrische Feldkonstante, Influenzkonstante (8.8542  x
10712 AsV-im™1), 11, 12, 14, 19, 20, 23-25, 34, 35, 37, 38, 48,
67, 68, 103

Leerkapazitat, 11, 12, 20, 65, 70, 78-81, 83-85, 97, 99
GroBe X an der Stelle z ausgewertet, 11, 14, 17, 21, 24, 25, 30, 31, 33,
34, 37, 38, 60, 115, 67, 79

relative Dielektrizitatskonstante, 11, 14, 18, 20, 42-45, 61, 79-81, 83,
84, 110, 128, 129

Ladung, 11, 21, 24, 25, 33, 34

Integrationsvariable oder umindizierter Summationsindex, aufler bei
x =g, 11, 24, 25, 30, 33, 34, 67, 138
Cauchy-Netz an der Stelle z, 12

Leerkapazitidt des in z-Richtung unendlich ausgedehneten Zylinders,
12, 14-17, 24-26, 44, 45, 47, 48, 53, 65, 75, 77
Variablen, 12, 23, 25, 28, 29, 34, 50, 51, 54, 60, 63, 64, 91, 115, 136-140

Absolutbetrag von z, 12, 28, 29, 31, 48, 50, 54, 68, 69, 74, 79-81, 83-85,
97-99, 101, 118, 121, 122, 138

Fehlerschranke, 12-14, 26, 27, 29, 57

Summationsgrenze einer mit n indizierten Summe, 12-14, 26, 27, 39,
80, 81, 83, 123, 124

Summationsgrenze einer mit m indizierten Summe, 12-14, 28
Korrekturterm fiir den endlich langen Zylinder, 12-16
Anzahl der betrachteten Perioden in der Summe iiber 7, 13

Periodenlédnge in der Summe {iiber i, 13, 14, 25
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Dielektrizitatskonstante der i-ten Schicht, 18, 19, 21-25, 27, 28, 32,
34, 35, 41, 76
Radius der i-ten Schicht, 18-24, 26, 27, 30-32, 34, 35, 76

Zeitvariable, 19

imagindre Einheit, 19, 20, 34, 45, 50, 52, 54, 63, 70, 71, 74-76, 110,
112, 114, 115, 138, 139
Kreisfrequenz des anregenden Wechselfeldes, 19, 20, 45, 70, 84, 103

Realteil der Dielektrizitédtskonstanten, 19, 20, 50, 63, 64, 68, 69, 72-74,
76, 99-103, 106, 110-112, 114, 118, 119, 122, 125

Imaginarteil der Dielektrizitatskonstanten, 19, 20, 50, 63, 64, 68, 69,
72-74, 76, 99-103, 106, 111, 112, 114-116, 118, 121, 122, 125-128

Leitfahigkeit, 19, 20, 61, 70, 103, 129
Stromdichtevektor, 19, 20, 67
Exponentialfunktion; Eulersche Zahl, 19, 35, 50, 110, 138-140
Leitfahigkeit der i-ten Schicht, 19, 70

elektrische Feldstarke, 19-21, 37, 38, 67
Polarkoordinaten, 19-25, 30, 36-38, 67, 138-140
Scheinleitwert (Admittanz), 20

spezifischer Widerstand, 20

Nablaoperator, 20

elektrische FluBdichte, 20, 21, 24, 67

Grenzwert der Funktion f(x) fiir x — y, 20, 23, 35

Imaginarteil der komplexen Zahl z, 20, 23, 51, 54, 58, 63, 64, 70, 84,
85, 101, 103, 112-115, 118, 120, 121, 138

Kapazitét unterschieden von der Leerkapazitat C§°, 20, 24, 25, 33-35,
41, 42, 44, 45, 47, 53, 70, 75, 7881, 83-85, 97, 101

magnetische Feldstérke, 20, 52

Leitwert, 20, 79, 84, 85, 97, 98

Grole X in der i-ten Schicht, 20-25, 30, 67
u-Komponente des Vektorfeldes von X , 21, 37, 38, 67

m-te Koeffizienten fiir die ¢-te Schicht der Potentialreihenentwicklung,
22, 23, 25, 27, 30, 36, 48

komplexe Funktion mit ®(p, ¢) = Img(z) und Y(p, p) = Reg(z), 23,
24, 138

Feldlinienparametrisierung, 23, 24, 138, 139
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Realteil der komplexen Zahl z, 23, 24, 51, 52, 54, 58, 63, 64, 70, 75,
84, 85, 101, 103, 112-115, 120, 121, 138

Hilfskoeffizienten zur Bestimmung der a! und b , 23, 36

effektive Dielektrizitédtskonstante des konzentrischen Mediums, 24, 25,
43-45, 47-53, 55-60, 70, 76, 79, 103

FluBfunktion, 24, 37, 38, 42, 67, 68

Einheitsvektor bzgl. der u-Komponente des Gradienten, 24, 67, 138
abkiirzende Schreibweise fiir S(0,00) = > $,,, 25-28, 30
m=0

Restglied bei Abbruch nach N-Summanden R(N) = |30\ s,
26, 27, 29

positive relle Zahlen und {0}, 26, 28, 136-138

Produkt aus Radienverhéltnissen mit ¢ € [0, 1), bei Potenzreihen ¢; €
[0,1) im Zahler, p; € [0,1) im Nenner, 26, 28, 29

N1
m=Np Sm7

Summe mit expliziter Angabe der Grenzen S(Ny, Ni) = >
26-29, 38, 49, 62, 80, 81, 83, 124

majorisierende Potenzreihe S(Ny, Ny) =
fast alle Indizes m, 26-30, 38, 49

natiirliche Zahlen, 27-29

N1

=N Sm, it |Sm| < 5 fiir

Einheitengruppe der komplexen Zahlen, d.h. C ohne {0}, 28

Abhéngigkeiten der Potenzreihesummanden von den Winkelfunktio-
nen, insbes. ist |trig| é 1 vorausgesetzt, 28

positive reelle Zahlen, 28, 136, 137

natiirlicher Index; Summationsgrenze, 28, 29

Anzahl nichtverschwindender Koeffizienten ();, P; und Radienverhalt-
nisse ¢;, p; bei komplexwertigen Summen, 28, 29

Koeffizienten komplexwertiger Potenzreihen (); im Zghler, P; Nenner,
28, 29, 39, 48

Exponent im Nenner der allgemeinen Form der auftretenden Potenz-
reihen S(Ny, Ns), 28, 29, 39, 48

Konstante zur Abschétzung des Nenners von Potenzreihen D € (0, 1),
28, 29, 39, 48

komplexe Zahlen, 28, 51, 54, 55, 139, 140, 97

gewdhlter natiirlicher Index zur Erfiillung einer Fehlerschranke e, 29

beim Plattenkondensatormodell nach den Bereichen mit negativer und
positiver z-Koordinate unterschiedene Dielektrizitéitskonstanten e}, &2

und Spannungsmittelwerte @1,@2, 30, 32, 41
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integraler Mittelwert der Grofie X, aufler bei Bezeichnung von S, 30,
41, 67

kartesische Koordinaten, 30-34

Potentiale im Bereich negativer bzw. positiver z-Koordinate des Plat-
tenkondensatormodells, 30-35, 41

zu den Groflen der Theorie X im Plattenkondensatormodell korre-
spondierende Groflen, 31, 33-35, 41, 44, 45

halbe Dicke der Isolierschicht beim Plattenkondensatormodell d =
o1 — ps], 31-35, 44

Kapazitit nach dem Plattenkondensatormodell fiir groffie Entfernung
L — +o00 bzw. L - —o0 von der Mediengrenzflache, 35, 41, 42

relative Abweichung des Plattenkondensatormodells von der Theorie
fiir den zylinderférmigen Kondensator bei grofien Abstéinden von der
Mediengrenzflache, 35, 42, 43

relative Abweichung der Kapazitit nach dem Plattenkondensatormo-
dell Cy von der Kapazitit C{;™ in groBen Abstand von der Medien-
grenzfldche, 35, 44, 45

ersetzen bei einer Messung mit einer Isolierschicht (auBlen) und einem
Kern bzw. einer Bohlochmatrix (innen), die Indizes i = 1,2, 35-38,
41, 48, 67, 70, 56

ersetzen bei einer Messung mit einer Isolierschicht den Elektrodenra-
dius p; — a und den Radius der Isolierschicht-/Kern- bzw. Bohrloch-
matrixgrenze p, — b, 35-38, 42-45, 49, 67-70, 74, 78, 79, 85, 91-93,
96-98, 104, 105, 128

Dielektrizitatskonstante der Isolierschicht und des Kerns bzw. der
Bohrlochmatrix, 35-43, 47-53, 55-60, 63, 64, 67-73, 78, 79, 85, 91,
98, 103

Hilfskoeffizienten zur Formulierung der Produkte aus den Koeffizien-
ten a®! b® und den Radienverhiltnispotenzen zur geschlossenen For-

m)Tm

mulierung, 36
abkiirzende und verallgemeinernde Schreibweise fiir p,« = £ innerhalb
und pgs = % auBerhalb des Zylinders, 36-38

abkiirzende und verallgemeinernde Schreibweise fiir v. = g innerhalb

und vs = ¢ auflerhalb des Zylinders, 36-39, 42, 48-51, 53, 57-60, 63,
69-74

zum MefBelektrodenbegrenzungswinkel £ iiber Feldlinien korrespondie-
render Winkel in der Grenzfliche mit Radius b, 41, 67, 72, 73

relative Dielektrizitdtskonstante von Eis, 4345
Scheinwiderstand (Impedanz), 45, 70, 77, 97, 98, 114

Halbebene in der komplexen Ebene mit positivem Realteil, 50, 52, 54,
55
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zu einer komplexen Zahl z konjugiert komplexe Zahl, 51, 52, 115
Halbebene in der komplexen Ebene mit positivem Imaginéarteil, 52
Riemannsche Zahlensphére, 52

Einheitskreisscheibe in der komplexen Zahlenebene, 52, 54, 55

gemessene effektive Dielektrizitdtskonstante, ein von der Potenzreihe
fiir * unterschiedener Zahlenwert, 53, 56, 57, 60, 63, 64, 69-73, 75,
76, 78, 81, 82, 84, 85, 91, 98-101, 103, 104, 106, 116, 127

Umkehrfunktion h=' : B — A der Funktion h : A — B, 53, 56, 60,
114

Korperisomorphismus der komplexen Zahlen in einen Unterring der
reellen 2 x 2 Matrizen, 54

bezeichnet die Ableitung der Funktion h nach dem Argument z, 54
die 2 x 2 Matrizen mit reellen Eintrégen, 54
Determinante der Matrix M, 54, 115

Jacobimatrix der vektorwertigen Abbildung A, der Eingangsvariablen
xj, 54, 62, 63, 84, 114, 115, 120, 121

reelle Zahlen, 54, 63, 138

Fixpunkt der Newtonfolge; die zum Mefwert € des geschichteten Me-
diums gehorende Dielektrizitédtskonstante des Kerns bzw. der Bohr-
lochmatrix, 56, 57, 59, 60, 63, 64, 68-76, 91, 101-104, 106, 110, 112—
122, 125-128

mit der Newtonfolge nach n Schritten berechneter Ndherungswert fiir

die Dielektrizitatskonstante des Kerns bzw. der Bohrlochmatrix, 56,
59, 110-116, 118123, 125-127

Newtonfolgenabbildung, 56, 59, 114, 116
Fehler der relativen Dielektrizitdtskonstanten e, 61
Fehler der elektrischen Leitfahigkeit o, 61

systematischer (engl. systematic) Fehler einer Grofle X, 61, 65, 68, 69,
74, 77, 79-81, 94, 97, 98, 105, 110, 120, 121

statistischer (engl. random) Fehler einer Grole X, 61, 79-81, 83, 84,
94, 96, 97, 105

Standardabweichung bzw. Fehler einer Gréfle X, 61-64, 80, 83, 84, 93,
96, 97, 99-102, 104-106, 121, 122, 124, 127, 128

Matrizenprodukt der Matrizen A und B, 62, 63, 84, 114, 120

Kovarianzmatrix der Komponenten x4, ..., x,, 62, 63, 84, 120, 121

Erwartungswert der Grofle X, 62, 79, 105

zur Matrix M transponierte Matrix, 62, 84
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AWy

C*
arg(X)

Iy

Py
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Korrelationskoeffizient der Groflen X und Y, 62, 99-102, 121-123

Kovarianz der Groflen X und Y, 62-64, 84, 85, 91, 98, 100, 101, 121,
123
elektrische Volumenleitfahigkeit von Eis, 66-69

elektrische Oberflachenleitfahigkeit von Eis, 66-69

induzierter Volumenstrom im zur MefBelektrode korrespondierenden
Bereich auf der Eiskernoberflache, 66—-69, 91, 98

induzierter Oberflichenstrom im zur Mefelektrode korrespondieren-
den Bereich auf der Eiskernoberfliche, 66-69, 91, 98

Nullhypothese, alternative Hypothese, 78, 82, 83, 124, 125

x2-Verteilung, mit der Anzahl der Freiheitsgrade n bezeichnet Xﬁ(n)
den kritischen Wert zum Signifikanzniveau p, 78-83, 99, 124, 125

Wichtung AWy = \/(Ay)2 + (%)2 (Az)? fiir die Durchfithrung einer
x%-Anpassung y = f(x) bei fehlerbehaftetem z und y, 80, 81, 83
Arbeitshypothese, 81-83, 124

Anzahl der Freiheitsgrade, 82, 124
Signifikanzniveau, 82, 83, 124, 125
komplexwertige Kapazitat, 84, 85, 97-99, 101

Phasenwinkel einer komplexwertigen Meflgrofie X, Argument einer
komplexen Zahl X, 84, 85, 98, 99, 101

Luftintensitat bei der Dichtemessung mittels y-Streuung, 94, 96
Intensitédt nach Schwéchung durch Eiskern mit Durchmesser d bei der
Dichtemessung mittels y-Streuung, 94, 96, 105

Durchstrahlte Lange des Kerns bei der Dichtemessung mittels -
Streuung, 94, 96, 105

Dichte mittels y-Streuung bestimmt, 96, 104-106, 119, 121, 123-125
Massenabsorptionskoeffizient von Wasser, 96, 105

Strahlablage von der Mitte des Kerns bei der Dichtemessung mittels
~v-Streuung, 96, 105

Dichte reinen Eises, 110, 119-123, 125

Dichte aus der Anpassung des Looyengamodells an dielektrische Mef3-
daten bestimmt, 110, 120-125, 127

Volumenanteil der Eisphase aus der Anpassung des Looyengamodells
an die am Eiskern gemessene Dielektrizitdtskonstante € unter An-
nahme einer Mischung von Luft und Eisphase, 110-116, 118, 120122

Fakultédt von k, 136, 137

Gammafunktion von k, 137
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Skalarprodukt der Vektoren ¥ und g, 139
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