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1. Einleitung

Nach dem verheerenden Tsunami im Dezember 2004 wurde in Zusammenarbeit von
deutschen und indonesischen Instituten das deutsch-indonesische Tsunami Frithwarnsys-
tem ,,German Indonesian Tsunami Early Warning System (GITEWS)“ entwickelt [13].
Teil dieses Systems ist das am Alfred-Wegner-Institut (AWI) geschriebene Programm
TsunAWI, das den Tsunami von der Entstehung iiber die Ausbreitung bis hin zum Auf-
laufen an der Kiiste und die dazugehérige Uberflutung simuliert [6, 12].

Die Subduktionszone, der Sundagraben, ist nur unweit von der Kiiste Indonesiens ent-
fernt. Daher verbleibt oft nicht viel Zeit fiir die Frithwarnung. Aus diesem Grund wurde
mithilfe dieser Software eine Datenbank mit 3470 prototypischen Szenarien angelegt, auf
die bei einem Erdbeben zuriickgegriffen wird [12].

Die Tsunamimodelle wurden anhand von zweidimensionalen vertikal gemittelten nicht-
linearen Flachwassergleichungen auf einem unstrukturierten Dreiecksgitter mit unter-
schiedlich feiner Diskretisierung berechnet. Das Auf- und Ablaufen der Welle fallt jedoch
nicht mehr in den Bereich der Flachwassertheorie [4]. Um diese Prozesse trotzdem mog-
lichst exakt zu simulieren, wurden bisher die trockenen Knoten aus benachbarten nassen
Knoten extrapoliert. In Anlehnung an Burchard et al. [1] wurde am AWI der Quellcode
des TsunAWIs erweitert und so die Option implementiert, die Simulationen auf Basis
des Uberflutungsschemas des General Estuarine Transport Model (GETM) berechnen zu
lassen. Hierbei wird den Flachwassergleichungen ein Dampfungsfaktor 0 < « < 1 hinzu-
gefligt, welcher von einer kritischen Wassertiefe H..;; und einer Minimalwassertiefe H,,;,
abhéngt. Erste Tests ergaben bereits vielversprechende Ergebnisse in der Verbesserung
der Genauigkeit der Simulationen. Ziel dieser Arbeit ist es, die beiden Verfahren Extra-
polation und GETM miteinander anhand von gegebenen Datensétzen zu vergleichen, um
Auskunft {iber die Funktionalitit des GETM-Modells geben zu kénnen.

In Kapitel 2 wird hierzu zunéchst die Flachwassertheorie erlautert, auf denen die beiden
Schemata GETM und Extrapolation basieren. Spéter werden die Flachwassergleichun-
gen aus den Bewegungsgleichungen und der Kontinuitétsgleichung hergeleitet und es wird
auf die numerische Umsetzung im TsunAWTI eingegangen. In Kapitel 3 werden die beiden
Uberflutungsschemata Extrapolation und GETM vorgestellt und in den darauffolgenden
Kapiteln 4 und 5 an den Benchmark-Problemen ,Sloping Beach” und ,,Banda Aceh* ge-
testet. Hierbei handelt es sich zum einen um ein fiktives Kanalexperiment, zu dem genaue
analytische Vergleichsdaten vorliegen, zum anderen um den Tsunami im Indischen Ozean,
welcher 2004 Banda Aceh iiberflutet hat. Die Ergebnisse werden auf numerische Stabili-
tat und Massenerhaltung im Vergleich zu den Daten der Extrapolation gepriift. Zuletzt
werden in Kapitel 6 die Ergebnisse kritisch ausgewertet.



2. Flachwassergleichungen im TsunAWI

2.1. Flachwassertheorie

Wenn in einem Fluid die vertikalen Bewegungen deutlich geringer sind als die horizonta-
len, so kommt man in den Anwendungsbereich der Flachwassertheorie. In Abbildung 2.1
ist dieses Modell dargestellt. Die Gesamtwassertiefe H = h + 1, welche die Summe aus
der unausgelenkten Wassertiefe h und der Wellenhohe 7 ist, ist in diesem Fall viel kleiner
als eine horizontale Skala L. Diese Skala entspricht der Wellenldnge in der Ozeanmodel-
lierung. Somit ergibt sich die fundamentale Bedingung fiir die Flachwassertheorie (vgl.
zu diesem Absatz [10])

H
0=—<1.
L<<

Dieses trifft auf Wellen in der Ausbreitungsphase zu, da eine einzelne Welle im tiefen
Ozean zwar nur eine geringe Auslenkung hat, hingegen besitzt sie eine enorme Wellen-
lange und horizontale Geschwindigkeiten. Sobald die Welle jedoch den Kiistenbereich
erreicht, verdndert sich dieses Verhéltnis §, denn die vertikalen Geschwindigkeiten ha-
ben einen immer grofer werdenden Einfluss [4]. Aus diesem Grund ist das Modell nur
flir die Simulation der Tsunamiwellen im Ozean anzuwenden. An der Kiiste werden u.a.
Uberflutungsschemata benétigt, welche in Kapitel 3 niiher erldutert werden.

Abb. 2.1.: Das Flachwassermodell.

2.2. Herleitung der Flachwassergleichungen (FWG)

Die Flachwassergleichungen (FWG) sind ein zweidimensionales System von Gleichungen,
welche den Fluss in einer Fluidschicht mit gleichméfiger Dichte p représentieren sollen.
Sie sind eine Form der dreidimensionalen hydrodynamischen primitiven Gleichungen. Da
die horizontalen Geschwindigkeiten entlang der vertikalen Achse gemittelt werden, gibt



es jedoch einen geringeren Grad an Freiheit fiir die vertikale Bewegung. Obwohl diese
Gleichungen nur zweidimensional sind, existieren qualitative Ahnlichkeiten in den Er-
gebnissen zwischen den FWG und dreidimensionalen Modellen wie den primitiven Glei-
chungen und den Boussinesq-Gleichungen. Der Vorteil der FWG ist jedoch eine simplere
Implementierung aufgrund von groferer mathematischer Einfachheit (vgl. zu diesem Ab-
satz [10]).

Die folgenden Herleitungen der im TsunAWI implementierten FWG sind angelehnt an
Kowalik und Murty [8] und Fuchs [4].

2.2.1. Impulserhaltung

Der erste Teil der FWG geht aus den folgenden Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-
Gleichungen

Du _ 10p 0 . Ou
Dv ~10p 0, 0Ov
Dw — 10p 0 . Ow

mit der totalen Ableitung
D _ 9 o 0 0 0
Dt Ot oz oy 0z
hervor. Hierbei bezeichnen u, v die horizontalen Geschwindigkeiten, f den Coriolis-Koeffizient,

g die Gravitationskonstante, p die Dichte des Fluids, p den Druck, Ny, N, die Wirbelvis-

kositdten und A den zweidimensionalen Laplace-Operator mit A = 622 + 8—22.
ox y

Da die vertikale Geschwindigkeit im Vergleich zur horizontalen verschwindend gering
ist, kann in den Gleichungen eine hydrostatische Vermutung der vertikalen Skala ange-
wandt werden. Man reduziert die vertikale Bewegungsgleichung in 2.1 zu

Die partielle Ableitung der Dichte kann von einer beliebigen Tiefe z bis zur Oberflache
z = n(z,y,t) integriert werden. Weiterhin wird die Annahme verwendet, dass Wasser
inkompressibel ist und somit ist p = const. Daraus ergibt sich:

/ndpzp(n) —p(z) = —g/:pdz

z

Umstellen nach p(z) unter der Hinzunahme, dass p(n) = p, mit p, atmosphérischer
Druck, ergibt:

0 U 0
P =DPa+ / gpdz + / gpdz = pq + / gpdz + gpn
z 0 z



Nach der Integration der horizontalen Gleichungen in 2.1 in vertikaler Richtung von

ebendieser Tiefe z bis zur freien Oberfliche z = n(z,y,t), erhdlt man die folgenden
Gleichungen:
Du 1 9p, on 0 .. Ou
— — fo=—- —g— +=—N,— + N;A 2.2
Dt fv p Oz 98x+82 282+ het (22)
Dv 1 9p, on 0 ov
— == —g—+ —N,— + N, A 2.3
Dt+fu p Oy gay+8z 8z+ h=Y (23)

Da der Druck im gesamten Ozean als konstant angesehen werden kann, ist es moglich
die Gleichungen 2.2 und 2.3 iiber die Tiefe zu integrieren, um ein neues System von Glei-
chungen zu erhalten. Diese Gleichungen kénnen bei Problemen angewandt werden, die
nicht von der vertikalen Verteilung abhéngig sind.

Zunéachst differenziert man die Integrationsgrenzen, um raum- und zeitabhéngige ki-
nematische Randbedingungen zu erhalten:
_Dn _9n  On On On

w=5 =5 + Uz + va—y + wo an der freien Oberflache z = n(z,y,t)  (2.4)

=0
_ D(-h)  0Oh oh oh oh L
W= —p— = % Yar va—y fw& am Boden z = —h(z,y). (2.5)
g >0

Betrachtet man zunéchst die einzelnen Terme aus der horizontalen Beschleunigung %
aus Gleichung 2.2, so erhélt man mithilfe der Leibnizregel:

"ou. 9 (" on oh
du, 9 B PRCU/ B AL 2.
Lo T /_h udz [" ath [u 8tL_h (26)
=0

Da der Wasserfluss aufgrund der kinematischen Randbedingung 2.5 am Meeresboden
parallel zum Grund sein muss, wird eine Haftungsbedingung (no-slip-Bedingung) einge-
fiihrt. Diese besagt, dass Geschwindigkeiten an festen Oberflachen gleich null sein miissen.
Somit gilt:

u=v=w=0fir z=—h(z,y) (2.7)
Der letzte Term in Gleichung 2.6 entfallt somit aufgrund ebendieser no-slip-Bedingung.

Nun betrachtet man die weiteren Terme des Beschleunigungskomponenten. Es wird
zunéchst die Produktregel und daraufhin erneut die Leibnizregel angewandt:



T Ou " Qu? T Ou
/huaxdz » axdz—/h u%dz
n n
:8/ u2dz—/ u@dz— u2@ — u2@
856 h —h 89: 8.’E z=n 895 2——h

n 8ud T Quv /77 ov

Auch in diesen beiden Gleichungen entfallen wieder die letzten Terme aufgrund der
Haftungsbedingung 2.7.

Die Gleichheit des letzten Terms von 2%

D¢ erhélt man durch partielle Integration.

n n
/ w@dz = [uw],_, — [uw],__, —/ ua—wdz
h 0z ——— —

=0

Man erhélt somit fiir den Beschleunigungsterm durch Integration iiber die gesamte Was-
sertiefe H = h + n:

T Du T ou ou
/ Ed 8tdz+/hu8xdz+/ vdz+/ wadz
_ﬁ ET I R A A 1l
_E%/hUdz { atL n-i-ax/hu dz /huaq:dz [u 92|
0 /’7 /77 Ov [ (977}
+ — uvdz — u—dz — |uv—
Oy J_p, n Oy oy |,
O e D e D [ e | (P u?1 O
_6t/ udz—i—ax/ dz + / uvdz u<8t+u8x+v8y

_/77 8u+8v+8w dz+ | ]
dr " ay | 9z ) T W=

=0

Z=nN

(2.8)
Aufgrund der kinematischen Randbedingungen 2.4 und 2.5 heben sich der vierte und

der letzte Term gegeneinander auf. Der vorletzte Term nimmt aufgrund der Kontinui-
tatsgleichung 2.15 den Wert Null an.



Analysiert man nun das Integral iiber die vertikale Wirbelviskositdt aus Gleichung 2.2,
so ergibt sich:

n i 1" O_ B
QNZ@dz — Nza;u Tz T Ta (2.9)
_p 0z "0z | T0z]_, p
und
n n 07 B
INP g~ [N S (2.10)
_p 0z "0z #0z 1-n p

Hier bezeichnen 7€ bzw. 78 die Spannungen an der Oberfliche bzw. am Boden. Sie sind
definiert durch:

ou ov
= pN,— —
Te = P2, 0z
Integriert man nun Gleichung 2.2 {iber die Wassertiefe und wendet die Vereinfachungen
aus den Gleichungen 2.8 sowie 2.9 an, so erhélt man:

o (M o ) o [ n
8t/ Udz+8x/ dz+8y/_huvdz—f/_hvdz

2.11)
H Op, O—7B (
:—8p—gHa”+M+/ Ny Audz

x €z p —h

und 7, := pN,

Aquivalent kann die Gleichung 2.3 durch Integration unter Verwendung der kinemati-
schen Randbedingungen 2.4, 2.5 und der no-slip-Bedingung 2.7 sowie der Vereinfachun-
gen der vertikalen Reibungskraft umgeformt werden zu:

gt/ vdz+/ uvdz+/ 2dz+f/ udz

(2.12)
:————gH——i— Ty —l—/ NpAvdz
p —h

Nun kénnen Flachwasserapproximationen vorgenommen werden. Zunéchst wird die Be-
wegung als barotrop angenommen, d.h. dass die horizontalen Geschwindigkeiten entlang
einer Dichteschicht konstant sind. Da nur eine Dichteschicht existiert, kann angenommen
werden, dass die horizontalen Geschwindigkeiten entlang der vertikalen Achse konstant

sind. Man wahlt daher gemittelte Werte fiir 4 und v, die wie folgt definiert werden:

1 1 [
TRES H/hudz und v := H/hvdz (2.13)

Die nichtlinearen Terme aus Gleichungen 2.11 und 2.12 kénnen aufgrund ebendieser
Konstanz angenédhert werden durch

0 9 o [ J 5 0 __
~ —u'H+ —uvH
83:/ dz + — 3y /_h uvdz 5 + 8yuv



und &dquivalent durch

o [ ) o 9 4
f[E/ UUdZ—|— / dz =~ muv + Y

Die horizontalen Reibungsterme werden angendhert durch
n
/ (NLAuw)dz ~ NyAuH
—h
und adquivalent durch
n
/ (NhAU) dz ~ NhAfJH.
—h

Nun werden diese Approximationen auf die Gleichungen 2.11 und 2.12 angewandt. Schliefs-
lich werden diese Gleichungen durch die Gesamtwassertiefe H geteilt, sodass man den
folgenden ersten Teil der Flachwassergleichungen erhélt:

ou _0u 8u 1 9p, 877 179 — 1B .
ou  Sou SO s 2O0Pa 2T T Te | NA
ot +“ax o= p Ox 83; + H + ApAd
o, 08 a@ . 18p, on 1 Tyo —7p .
- - — 2 1+ N,A
8t+ e —i—vay—i—fu p@y 8y+ i + NpAv

In Divergenzschreibweise lautet dieser dann (vgl. [12]):

o7
a%—kav%—(v V)v+gV7}+%"|U|—V(KhV17):0 (2.14)

Hierbei bezeichnet ¢ = (4, 0) den horizontalen Geschwindigkeitsvektor, k den vertikalen

(q,
Einheitsvektor und V = ( 9z Oy ) den Gradienten. Weiterhin kennzeichnet r den Boden-
reibungskoeffizienten und K}, den Viskositétskoeffizienten [6].

2.2.2. Massenerhaltung

Die Massenerhaltung ist durch die folgende Kontinuitdtsgleichung gegeben:

Op | Opu  Opv  Opw
o o "oy T oz

Da Wasser als Newtonsches Fluid angenommen wird und die Dichte p sich somit durch
duflere Finfliisse wie Temperatur und Druck nicht dndert, ist p = const. Somit ergibt
sich

ou Ov Ow



Integriert wird erneut iiber die gesamte Wassertiefe. Wendet man die Leibnitzregel auf
die horizontalen Geschwindigkeitsterme an und integriert den vertikalen Term direkt, so
erhalt man

T Ou T Qv T 0z

0= [ % 9, 9% 4
Lot Tt g™

_9 /77 udz — u@ - u@
oz ), oz o or|,__,
w Lo lwl, sl
+ — vdz — |V — v +w),—, — W], _
5 o) V) e

o [T a [" on
E)Jz/hUdz+3gJ/hvdZ+8t’

da fiir die Differenz der Randbedingungen gilt

N _On on on oh oh
ey Mz%‘m*PwLw+hﬂrf[%Ar%+P@L=;

Man betrachtet erneut die vertikal gemittelten Geschwindigkeiten 2.13. Dies fiihrt zur

folgenden Gleichung

on 0 0

0~ —+—uH+ —70H.

ot Tox" Tyt
In Divergenzschreibweise stellt dies dann den zweiten Teil des Systems der Flachwasser-
gleichungen dar

on

5 TV HD) =0, (2.16)

2.3. Numerische Losung der FWG im Programm TsunAWI

Die Modelldiskretisierung basiert auf einer von Hanert et al. [5] vorgestellten rdumlichen
Diskretisierung anhand der PN¢ —P; Finite Elemente (FE) Methode und einer zeitlichen
Diskretisierung mithilfe des Leapfrog-Verfahrens. Dieses Unterkapitel lehnt sich somit an
ebendiese Veroffentlichung von Hanert et al. [5]. Desweiteren basiert dieses Unterkapitel
auf Fuchs [4], welche intensiv auf die numerische Implementierung der Flachwasserglei-
chungen im TsunAWTI eingeht.

2.3.1. Anfangs- und Randbedingungen

Fiir die numerische Losung der FWG 2.14 und 2.16, werden zunéchst die Anfangsbedin-
gungen fiir v und 7 gegeben. Fiir alle (z,y) € Q gilt

—

’U(.%',y,()) = Q70('1‘73/)
n(x,y,0) =mno(z,y).



Um die Randbedingungen zu definieren, wird zunéchst der Rand des Rechengebietes
09 aufgeteilt in 9 = 91 U 0. 0821 bezeichnet hier den abgeschlossenen und somit
undurchléssigen Rand. 0€29 stellt den Rand dar, durch den das Fluid das Rechengebiet
verlassen kann. Die Randbedingungen sind dann gegeben durch [6]:

U(x,y,t) -1 =0 V(z,y) € 0Q,t € (0,T]

g
H(z,y)

v(w,y,t) i = n(z,y,t) V(z,y) € 0, t € (0,T]
Dabei stellt 77 den aus dem Gebiet hinauszeigenden Normalenvektor dar, welcher ortho-
gonal zum Rand 0f) steht.

2.3.2. Raumliche Diskretisierung

Das von Hanert et al. [5] vorgestellte Verfahren benutzt eine lineare nicht-konforme FE-
Diskretisierung der Geschwindigkeit (P{¥¢) und eine linear konforme FE-Diskretisierung
der Oberflichenauslenkung (P;).

In der FE-Methode sollen die kontinuierlichen Groéfsen in dem Rechengebiet 2 durch
eine endliche Anzahl von Stiitzwerten angenéhert werden. Um auch Werte zwischen die-
sen Stiitzpunkten zu berechnen, werden Ansatzfunktionen eingefiithrt, durch die man die
Grofsen interpoliert. Mithilfe dieser Ansatzfunktionen kénnen dann spéter die Approxi-
mationsfunktionen definiert werden.

Zunichst wird das Gebiet 2 in N, disjunkte dreieckige Elemente eingeteilt, um eine
Triangulierung 7 des Gebietes zu erhalten. N' := {nqy,--- ,ny} stellt hier die Menge
der Eckknoten mit z(ny) = z;, dar, welche 7 aufspannen. Die Dreiecke werden definiert
durch

3 3
Qezz{xEQ]m:Zij(n§)7 Aj >0, ZA:L n;eN}eT,
j=1

j=1
wobei
Ne
Q=[]0 mit QNS =0 fiir e # f.
e=1

Es bezeichnet € den Abschluss des Gebietes Q. Aukerdem hat jedes Q¢ einen Rand 9Q°
und es kann ein vom Rand nach aufien zeigender Normalenvektor zugeordnet werden.
Sei weiterhin T; := 9Q° N 09 der Schnitt der Rénder von zwei nebeneinanderliegenden
Teilgebieten mit e > f, sodass

Nr
f:U mit T; N Ty, = 0 fiir alle [ # m.
=1

Nr beschreibt die Anzahl aller méglichen Kombinationen von I';.



Weiterhin definiert man die Ng-elementige Knotenmenge IC, die alle Kantenmittel-
punkte enthélt wie in Abbildung 2.2 fiir ein einzelnes normiertes Dreieck dargestellt.

¢
1 s
R
kL &
nit ‘
nft kft 1

Abb. 2.2.: Das Standarddreieckselement Q% in der ¢-(-Ebene [4].

Im Folgenden definiert der n® den vom Rand ¢ nach aufsen zeigenden Einheitsnor-
malenvektor.

2.3.2.1. Schwache Formulierung

Um die schwache Formulierung von partiellen Differentialgleichungen zu erhalten, wird
die starke Form mit einer Testfunktion multipliziert und iiber das gesamte Rechenge-
biet integriert. Fiir die schwache Formulierung der Modellgleichungen 2.14 und 2.16 im
TsunAWI wird jedoch nicht iiber das gesamte Rechengebiet integriert, sondern iiber die
einzelnen Dreieckselemente der Triangulierung und iiber die Anzahl N. summiert. Es
ergibt sich folglich

N,
e 8—’ 5
Z/ <8:-®+f(l<:><17)-@+(17-V)17-@+gvn-®+;U|U|-®—V(KhVU)-{)> dQ =0

Z/e<anﬁ+v Ho)A )dQ_O.

Es bezeichnen ¢ und # die Testfunktion fiir die Geschwindigkeit bzw. die Oberflachenaus-
lenkung. Durch die partielle Integration des Advektionstermes in der ersten Gleichung
und des Divergenztermes in der zweiten Gleichung ergibt sich ein neues Gleichungssys-
tem:

10



Finde n(z,y,t) € £ und v(z,y,t) € V, sodass

2 Jo. \ ot

N, Ne

+Z/ (UUﬂ)UdF—i—Z/[U] (@) dl =0  Voel,
e=1 oQe e=1 711
(2.17)

Ne ) Ne
}:/ <nﬁ+HﬁV0dQ+§: Hijg nédl =0 Vi € &, (2.18)
e—1 e 8t e—1 8Qe

&€ und V sind geeignete Raume, aus denen auch die beiden Testfunktionen stammen. Da
die Geschwindigkeit zwischen den Dreieckselementen 2¢ nicht zwingend stetig ist, wurde
in Gleichung 2.17 der Sprung auf einer inneren Kante I'; kiinstlich hinzuaddiert. Dieser
Sprung ist definiert durch [s] := s|qe — $|qr, wobei s|qge s auf Q¢ einschrankt. Hinzu
kommt eine Funktion a, welche fiir A € [—3, ] definiert ist durch:

‘n(A—35)0in Q°
)0 in Q7.

NI DO

2.3.2.2. Ansatzraume

Die Ansatzfunktionen fiir die Oberflichenauslenkung 7 werden wie folgt aus der Knoten-
menge N gewihlt:

pR=1-€6-¢ of=¢ of=¢

Es existiert fiir jedes Standardreferenzelement (vgl. Abb. 2.2) eine bijektive Abbildung
P, : QF — Q¢ sodass folgende Eigenschaften fiir die elementweisen Funktionen ¢; erfiillt
sind:

vi(z(ng)) = gi(xr) = 0ix Yk €N
wiloe € PHOE) Ve T.

Hierbei bezeichnet P1(€2¢) den Polynomraum ersten Grades auf Q¢ und §;; das Kronecker-

delta mit
1 fallsi=j
dij = o
0 fallsi#j.

Auch fiir die horizontale Geschwindigkeit ergeben sich folgende Ansatzfunktionen, wel-
che zunichst auf dem Standardreferenzelement Q% definiert werden:

pht—1-2¢, W=20+20-1, Wi=1-2¢

11



Anschlieftend werden diese Funktionen anhand von bijektiven Projektionsabbildungen
auf die Dreieckselemente ¢ iibertragen und erhalten folgende Eigenschaften:

\Ifj(l‘(k‘l)) = 5¢j Vk;, € K
Ujlge € PHOY) VQeeT

Abb. 2.3.: Ansatzfunktionen ¢ und W fiir die Oberflichenauslenkung n bzw. die Ge-
schwindigkeit v [4].

Die oben aufgefithrten Ansatzfunktionen sind graphisch in Abbildung 2.3 dargestellt.
Es fallt auf, dass der Trager der Ansatzfunktion ; aus allen Dreieckselementen gebildet
wird, die den Knoten n; enthalten. Er kann somit aus unterschiedlich vielen Elementen
entstehen, die Mindestanzahl von drei Elementen wird hingegen nicht unterschritten. Bei
der Ansatzfunktion der Geschwindigkeit besteht der Tréger jedoch nur aus den beiden
Elemente, die an den Kantenmittelpunkt k; angrenzen.

Abb. 2.4.: Approximationsfunktionen 7" und v" fiir die Oberflichenauslenkung 1 bzw.
die horizontale Geschwindigkeit v [4].
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Die Approximationsfunktionen n” und v” sind in Abbildung 2.4 dargestellt. Sie ergeben
sich aus Linearkombinationen iiber die Ansatzfunktionen. Es gilt somit
Ng
gt = nips
i=1

Ns
~ b — NS
VRV —E v; Wy,
j=1

wobei N, Ng die Anzahl der Eckknoten bzw. der Kantenmittelpunkte darstellt und n;, v;
die Werte fiir die Oberflachenauslenkung bzw. fiir die horizontale Geschwindigkeit an den
jeweiligen Eck- und Kantenknoten bezeichnen. Man erkennt in dieser Abbildung, dass n”
auf dem gesamten Gebiet stetig ist. Somit ist n € C°(€2). Die Geschwindigkeit hingegen
ist nur auf den Dreieckselementen und auf den Kantenmittelpunkten stetig. Es existieren
daher Stetigkeitsspriinge auf dem Rand. Aus diesem Grund wird die Ansatzfunktion ¥
der Geschwindigkeit als nicht-konforme le\,C—Funktion bezeichnet.

2.3.3. Zeitliche Diskretisierung

Die partiellen Differentialgleichungen werden anhand des Leapfrog-Verfahrens der Ord-
nung zwei gelost. Dieses Verfahren approximiert die Losung einer partiellen Differential-
gleichung der Form

ot ox

n
ou n af (u™) _0
mit

utt — oyl 9f (u™)
oAl ox

Hierbei wird die Lénge der dquidistanten Zeitschrittweite mit At und der Zeitschritt
selbst mit n bezeichnet.
Die konkreten Gleichungen lauten dann [6]:

= 0.

—“n+1 _ —n—1

v v o mm —n —n n " sm ol —n—1
SAL + f(kx ")+ (0" - V)" +gVn +ﬁ|v |7 = V(KR Vo) =0
n+1 n—1
n -
(HT) = 0
SA7 + V.- (H"T")

(2.19)

Die unbekannte Geschwindigkeit v”*! wird somit implizit berechnet, alle anderen Werte

explizit. Dies wirkt sich positiv auf die Rechenzeit aus.

Das Verfahren greift nur auf gerade bzw. ungerade Zeitschritte zu. Es existiert daher
die Gefahr, dass das Verfahren numerisch instabil wird fiir jeweils gerade bzw. ungerade
Zeitschritte. Um dies zu vermeiden wird der Standard Robert-Asselin Filter a verwendet.
Es ergibt sich somit fiir alle 2™ in 2.19 [6]:

" =" 4 2ALf () mit 3 =2 b (2 - 22"+ x”_2)
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3. Uberflutungsschemata

Um das Auflaufen von Tsunamiwellen an der Kiiste zu simulieren, werden Uberflutungs-
schemata bendtigt. Diese sollten die Wellenhohe und das spétere Ablaufen moglichst
genau simulieren und Reflexionen vermeiden. Die Kiistenlinie kann sich mit der Zeit bei
hereinkommenden Wellen verandern. Ein numerisches Modell sollte somit solche Schwan-
kungen in Betracht ziehen um ein reales Stromungsbild zu erhalten [9]. Numerische ,Wet-
ting and Drying“-Algorithmen, d.h. Uberflutungs-Algorithmen, lassen sich laut Medeiros
und Hagen [11] in vier generelle Kategorien einteilen:

e Es wird iiber das gesamte Rechengebiet und somit auch iiber trockene Knoten eine
diinne Schicht Fluid gelegt.

e Es wird iiberpriift, ob ein Element nass oder trocken ist und anschliefend werden
die trockenen Elemente aus dem Rechengebiet entfernt.

e Die Wassertiefe wird auf ein trockenes Element mit Hilfe der umliegenden nassen
Knoten extrapoliert. Danach wird auf den neuen nassen Knoten die Geschwindig-
keit berechnet.

e Es wird ermdglicht, dass die Wasseroberfliche auch unter der Topographie verlan-
gert werden kann.

Da nur zwei Uberflutungsschemata im TsunAWI implementiert wurden und spéter in
den Versuchen miteinander verglichen werden, wird in diesem Kapitel nur auf auf die
beiden Verfahren Extrapolation und GETM eingegangen. Das GETM-Schema arbeitet
hierbei mit einem Dampfungsfaktor o und ist somit dem zweiten Punkt der von Medeiros
und Hagen [11] vorgestellten Uberflutungsschemata zuzuordnen, withrend das Extrapo-
lationsverfahren offensichtlich auf dem dritten Punkt basiert.

3.1. Extrapolation

Das Extrapolationsverfahren, welches im TsunAWI implementiert wurde, basiert auf dem
,dry node concept” (trockene Knoten Konzept) von Lynett et al. [9]. Nasse Knoten im Re-
chengebiet werden durch die Bedingung H (z,y,t) > §, § > 0 von den trockenen Knoten
unterschieden. Die Dreiecke des Gitters konnen somit entweder nass, teilweise nass oder
trocken sein. Im Laufe der Berechnungen kann sich die Nass-Trocken-Grenze aufgrund
von Uberflutungen verschieben. Dieses Verfahren wird daher auch ,moving boundary
technique” genannt.

In den meisten Fillen wird die Gesamtwassertiefe H von nasse auf trockene Zellen ex-
trapoliert. Die neuen feuchten Zellen sind dann ein Teil des nassen Gebietes. Die Tiefe
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wird daraufhin dazu genutzt, Geschwindigkeiten zu berechnen [11].

Auch laut Lynett et al. [9] wird so vorgegangen. An jedem trockenen Knoten werden je-
weils die Wasserhdhen der benachbarten Knoten ermittelt und mit dem Kriterium H > §
iiberpriift, ob diese Knoten trocken oder nass sind. Fiir alle umliegenden nassen Knoten
wird eine eindimensionale lineare Extrapolation durchgefiihrt, um die freie Oberflache des
trockenen Knotens zu bestimmen. Da mehr als ein anliegender Knoten nass sein kann,
wird eine zweidimensionale Extrapolation benétigt. Diese erreicht man, indem man den
Mittelwert aller extrapolierten Werte berechnet und diesen dann als Wert fiir den tro-
ckenen Knoten annimmt. Dasselbe Verfahren benutzt man anschliefsend fiir die zweite
Reihe der trockenen Knoten, wobei hier dann auf die neuen, gerade extrapolierten Werte
fiir die Wasserhohe in der ersten Schicht zurtickgegriffen wird (vgl. zu diesem Absatz [9]).

Abb. 3.1.: Das Extrapolationsverfahren von nassen (blauen) zu trockenen (roten) Ele-
menten und Knoten im TsunAWT [12].

Beim Implementieren des Programmes TsunAWI musste entschieden werden, welche
Werte mit welchem Verfahren extrapoliert werden miissen (vgl. hier und im Folgenden
[12]). Es wurde festgelegt, sowohl den Gradienten V7 als auch die Auslenkung 7 linear
zu extrapolieren. Alle anderen Werte an den trockenen Dreieckselementen werden aus
den Berechnungen entfernt. Somit wird auch im Programm TsunAWTI zunéchst die Nass-
Trocken-Grenze bestimmt. Im nassen Gebiet werden dann die Flachwassergleichungen
wie in Abschnitt 2.3 beschrieben mit Hilfe des Leapfrog-Verfahrens gelost. Man erhélt
somit den Gradienten V7 von den nassen Elementen, d.h. die Elemente, die drei nasse
Knoten enthalten. Diese Gradienten werden auf alle iibrigen halbnassen Elemente linear
extrapoliert mit [12]:

iNj#£0
Vn; = Z a; V1)

7 nass

iNj#£0
a; stellt hier die gewichtete Grofe der anliegenden nassen Elemente dar mit > a; = 1.
% nass
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Anschliefsend wird die Geschwindigkeit ¢ an den nassen Kantenmittelpunkten berech-
net und an den trockenen Kanten wird ¥ = 0 angenommen. Zuletzt wird auch die Ober-
flichenauslenkung n von nasse auf trockene Knoten extrapoliert durch

mNn#£Q
’/fLJrQAL = Z Qm (r/m + A’IHAL (zn — xm)) .

m nass

3.2. General Estuarine Transport Model (GETM)

Um vor allem das Wetting and Drying, sprich das Auf- und Ablaufen der Welle, zu
simulieren, wurde von Burchard et al. [1] das neue numerische Modell GETM eingefiihrt.
Es wurde speziell dafiir entwickelt, Ebbe-Flut-Unterschiede in der Nordsee darzustellen.
Bei diesen Tideunterschieden wird die Durchschnittswassertiefe stark iiberstiegen, sodass
die Nass- und Trockenlegung von Knoten einen grofen Einfluss hat. Es ist somit in sehr
flachem Wasser wichtig, eine Simulation zu berechnen, die sich nah an die analytischen
oder echten Daten ann&hert. Aus diesem Grund riickt die physikalische Modellierung in
diesen Gebieten in den Hintergrund. Um die numerische Stabilitdt zu verbessern wird
ein Dampfungsfaktor 0 < o < 1,

0 fiir H < Hypin

o= AHmin g {0 < H < Hey
Herit—Hin min crit
1 fir H Z Hcm't

eingefiihrt, welcher nicht-physikalische negative Wassertiefen verhindern soll. Es bezeich-
net H,,;, die minimale Wassertiefe und H,..;; die kritische Wassertiefe. Wenn die Was-
sertiefe sehr gering ist, konnen Rotation und Advektion vernachldssigt werden. Somit
muss nur noch der Druckgradient und die zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit in Ba-
lance gehalten werden. Aus diesem Grund wirkt der Dampfungsfaktor a nicht auf diese
Terme. Die Bewegungsgleichungen nach Burchard et al. [1| lauten daher in der starken
Formulierung:

E+ 0z 0z

7_}_ —

du  d(uw) 0 ((n+v)d) ta <6 ouw 9 <2AhMgZ)
Ox oy ox

CTCE "

oy ~ oz

z

0
o d(vw) 9 ((+v)dY) +a<8uv N ov? 6( AhMgZ)

E—i_ 0z 0z or | oy oy

oAy (5 +3)] +fv_/ 8bdz> s

ox ox oy
or Oy 0z
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Es bezeichnen u, v, w die Geschwindigkeiten in x, y, z-Richtung, A,]y die horizontale Wir-
belviskositéat, v; die vertikale Wirbelviskositéit, v die kinematische Viskositdat und b den
hydrostatischen Auftrieb. Wenn H > H..;; ist « = 1. Somit ergeben sich im Ozean die
bekannten Flachwassergleichungen. Im Kiistenbereich gilt Hy,;, < H < Hep und der
Faktor « greift ein und verhindert negative Wassertiefen.

Das Programm TsunAWI arbeitet nur mit den zweidimensionalen Flachwassergleichun-
gen. Aufgrund der Barotropie sind die horizontalen Komponenten der Geschwindigkeiten
entlang der vertikalen Achse konstant, d.h.

Ou  0Ov

0z 0z

Es entfallen somit alle vertikalen Ableitungen. Durch diese Vereinfachungen ergeben sich
die folgenden Gleichungen in der Divergenzschreibweise (vgl. 2.14):

—

ovu _ . L AN
a5t +gVn+ (f(k x U) + (v- V)T = V(KR V) + ﬁv\vo =0 (3.1)
In o

17



4. Sloping Beach

Fiir den ersten Test wurde ein Referenzdatensatz von der Inundation Science & Engi-
neering Cooperative (ISEC) fiir einen Workshop im Juni 2004 bereitgestellt, bei dem es
darum ging Tsunamimodellierungen zu validieren. Es handelt sich um ein Gedankenexpe-
riment im Kanal, wobei die Losungen analytisch mithilfe der Anfangswertbedingungen
von Carrier et al. [2] berechnet wurden. In diesem Experiment soll das Auflaufen der
Welle an der Kiiste modelliert werden (vgl. zu diesem Absatz [7]).

4.1. Versuchsaufbau

Es wird fiktiv ein Kanal simuliert, in dem zu Beginn eine einzelne Welle ausgelost wird.
Wie in Abbildung 4.1 dargestellt, breitet sich diese Welle mit einer Wellenhdhe n(x, y, t)
iiber einen Hang aus, welcher mit konstanter Neigung « linear ansteigt. Der linear an-
steigende Hang soll somit die Kiiste modellieren, auf die die Welle auflauft. Einige der zu
Beginn trockenen Knoten in dem Rechengebiet werden wéhrend der Berechnung iiber-
flutet. Von diesen werden wiederum einige wihrend des Ablaufprozesses erneut trocken
gelegt. Aus diesem Grund ist dies ein geeignetes Testszenario fiir den Vergleich von Ex-
trapolation und GETM.

LAY

Abb. 4.1.: Versuchsaufbau fiir das Kanalexperiment Sloping Beach.

Fiir die folgenden Durchldufe des Programms TsunAWI wurde eine Anfangsbecken-
tiefe von d = 5 km angenommen. Bei x = 0 veschwindet die Wassertiefe und somit ist
h(0,y) = 0. An dieser Stelle liegt daher zum Anfangszeitpunkt ¢t = 0 die Gebietsgrenze
zwischen nassen und trockenen Knoten. Der Hang hat eine Steigung von 1—10. Dies ent-
spricht einem Neigungswinkel von o = 5,711°. Diese Werte wurden gewéhlt, da fiir sie

Datenreferenzen existieren, die man auf der Internetprésenz des ISEC 7] einsehen kann.
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Anschliefsend wurde eine einzige Welle ausgelost. Da das Becken nur aus einem Hang
besteht, verdandert sich die Wellenhohe stetig. Diese Verdnderungen werden im Programm
anhand der Flachwassergleichungen bzw. der beiden Uberflutungsschemata berechnet.
Dabei wird die Wellenhohe an den Knoten und die Geschwindigkeit an den Kanten der
Dreieckselemente des Gitters bestimmt.

Zu beachten ist, dass die Berechnungen auf Basis von Carrier et al. [2] sich auf Flach-
wassergleichungen beziehen, welche die Reibung und die Viskositéat nicht betrachten. Im
TsunAWTI sind diese Variablen jedoch implementiert, um eine realitdtsnahe Simulation
zu erhalten und um numerische Stabilitdt zu gewéhrleisten.

4.2. Ergebnisse

Die Simulationen werden zum einen mit dem Extrapolations-Schema berechnet, zum
anderen werden sechs Durchléufe des GETM-Schemas mit den in Tabelle 4.1 dargestellten
unterschiedlichen Kombinationen von H..;; und H,,;, gestartet. Diese Kombinationen
sind mit leichten Verdnderungen in Anlehnung an Burchard (2004) [1] entstanden, welcher
als Werte fiir den Tidenhub an der Nordsee H..;; = 0.1 m und H,,;, = 0.02 m vorschlagt.

Tabelle 4.1.: Kombinationen von H..;; und H,,;, fir die numeri-
schen Berechnungen mit GETM.

Hepit 1m 0.1m 0.01 m

Hyin [ 02m [ 0.02m [ 0.002m [ 0.02m | 0.002m | 0.002 m

Die folgenden Simulationen fiir diesen Benchmark wurden mit einem Zeitschritt von
At = 0.02 s berechnet. Dies ist der groktmogliche Zeitschritt, bei dem das Verfahren
stabil bleibt und qualitative Ergebnisse liefert.

4.2.1. Root-Mean-Square (RMS)-Fehler

Um ein Maf fiir die Exaktheit der Simulationen zu bekommen, wurde zunédchst der Root-
Mean-Square (RMS)-Fehler berechnet. Es existieren jedoch nur Vergleichsdaten bis zu
einem Minimalwert von x = 157.415 m. Um dennoch auch die Nass- und Trockenle-
gungsvorgange qualitativ betrachten zu konnen, wurde die Wellenhéhe im Hangbereich
kiinstlich gleich der Topografie gesetzt. Die folgende Tabelle 4.2 stellt die Abweichungen
der berechneten Simulationen von dieser zusammengesetzten Referenzkurve dar.
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Tabelle 4.2.: RMS-Fehler (in m) fiir die numerischen Berechnungen der Oberflachen-
auslenkung 7 mit GETM und Extrapolation.

GETM | GETM | GETM | GETM | GETM | GETM | Extrapolation
He it 1 m, 1 m, 1 m, 0.1 m, 0.1m, | 0.01 m,
Hpin 02m | 0.02m | 0.002m | 0.02m | 0.002m | 0.002 m
t=160s | 0.0927 | 0.0923 | 0.0922 | 0.0924 | 0.0924 | 0.0927 0.1637
t=175s | 0.1002 | 0.1007 | 0.1005 | 0.1053 | 0.1052 | 0.1070 0.1092
t=220s || 4.2543 | 4.2449 | 4.2435 | 4.1346 | 4.1351 | 4.1013 4.1340

Es ist zu erkennen, dass das GETM-Schema die Oberflichenauslenkung 7 fiir kleinere

Werte von H..;; und Hp,y genauer simuliert. Mit Hepyp = 0.01 m und Hpg, = 0.002 m
besitzt das Auflaufen der Welle somit insgesamt den geringsten Fehler. Auffillig ist, das
ebendiese Berechnung zu jedem der drei Zeitpunkte exakter simuliert als das bewéhrte
Extrapolations-Schema. Das Verfahren liefert somit mit ebendieser minimalen und kri-
tischen Wassertiefe {iber den gesamten Zeitraum gesehen die besten Ergebnisse in der
Approximation von 7.
Zu dem Experiment Sloping Beach liegen nur zweidimensionale Referenzdaten vor. Der
RMS-Fehler in Tabelle 4.2 bezieht sich daher nur auf einen gemittelten Wert fiir y. Zu
jedem Vergleichspunkt wurde fiir den RMS-Fehler genau der Eckknoten gewéhlt, welcher
am néchsten an dem Referenzpunkt liegt. Um dennoch die numerische Exaktheit von
GETM und Extrapolation iiber das gesamte Rechengebiet miteinander vergleichen zu
kénnen, werden diese beiden Verfahren zusammen mit den Referenzdaten aufgetragen.
Die folgenden Vergleiche der Oberflichenauslenkung n beziehen sich nur auf das GETM-
Schema mit H..;; = 0.01 m und H,,;, = 0.002 m, da dies die besten Ergebnisse beziiglich
des RMS-Fehlers liefern.

Der Zeitpunkt ¢ = 160 s stellt in den Simulationen den Moment dar, an dem die Wel-
le kurz davor ist an der Kiiste aufzulaufen. Die Nass-Trocken-Grenze ist somit bereits
abgesunken. Trockenlegungsvorgéange sind zu diesem Zeitpunkt daher sehr relevant. Es
scheint, als ob sowohl das Extrapolations-Schema als auch das GETM-Schema die Wellen-
hohe gut simulieren (vgl. Abb. A.1). Bei néherer Betrachtung in Abbildung 4.2 fallt auf,
dass am Hang selbst starke unnatiirliche Streuungen durch die Trockenlegung von Kno-
ten auftreten. Diese Abweichungen werden durch die Extrapolation von nassen Knoten
begriindet. Da das GETM-Schema aufgrund des Dampfungsfaktors a keine Berechnun-
gen der Wellenhohe an trockenen Knoten durchfiihrt, sind numerische Schwankungen im
trockenen Rechengebiet nicht zu erwarten.

Diese Probleme des Extrapolationsverfahrens in der Trockenlegung von Knoten werden
auch durch den RMS-Fehler sichtbar. Alle Fehler der Berechnungen auf Basis des GETM-
Verfahrens sind zu diesem Zeitpunkt ¢ = 160 s deutlich geringer.
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Abb. 4.2.: Vergleich der Oberflichenauslenkung 7 in den Verfahren Extrapola-
tion und GETM (H¢pit = 0.01 m, Hepp = 0.002 m) mit den analyti-
schen Werten zum Zeitpunkt ¢ = 160 s.
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Abb. 4.3.: Vergleich der Oberflichenauslenkung 7 in den Verfahren Extrapola-
tion und GETM (Hpip = 0.01 m, Hepy = 0.002 m) mit den analyti-
schen Werten zum Zeitpunkt ¢t = 175 s.
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Wenn die Welle am Hang auflduft, zieht sich dort zunéchst das Wasser zuriick. Zu die-
sem Zeitpunkt ¢ = 175 s ist somit die Trockenlegung von Knoten erneut relevant. Bei die-
sem Prozess kommt es sowohl bei dem Extrapolations-Verfahren als auch bei GETM zu
Ostzillationen in der Néhe des Auftreffbereiches, da die horizontale Auflésung zu grob ist.
Diese Ostzillationen sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Bei dem Extrapolations-Verfahren
sind diese jedoch deutlich stédrker ausgepragt. Dies ist auch durch die RMS-Fehler in
Tabelle 4.2 zu belegen.

Weiter hinten im Kanal approximieren sowohl GETM als auch Extrapolation die Wel-
lenhohe 7 &hnlich exakt (vgl. Abb. A.2).

Das Auflaufen der Welle und der dazugehorige Uberflutungsprozess scheint besser
durch das Extrapolations-Schema dargestellt zu werden, da die Referenzkurve exakter
approximiert wird. Dies gilt vor allem fiir den Hangbereich (vgl. Abb. 4.4). Im hinteren
Bereich des Kanals &hneln sich die Ergebnisse beider Verfahren sehr. Man kann somit
vermuten, dass das Verfahren Extrapolation das GETM-Schema beim Ablaufen der Wel-
le in der Genauigkeit iibertrifft. Mit Blick auf Tabelle 4.2, welche fiir das GETM-Schema
einen Fehler von 4.1013 m und fiir die Extrapolation 4.1340 m zeigt, wird diese Hypo-
these jedoch nicht bestéatigt.
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Abb. 4.4.: Vergleich der Oberflichenauslenkung 7 in den Verfahren Extrapola-
tion und GETM (H¢pit = 0.01 m, Hep = 0.002 m) mit den analyti-
schen Werten zum Zeitpunkt ¢ = 220 s.

Da in dem Referenzdatensatz auch Werte fiir die Geschwindigkeit gegeben sind, ist es
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interessant auch diese zu vergleichen. Hierbei wird sich nur auf die jeweiligen Berech-
nungen der Bewegungen in z-Richtung bezogen, da diese dominant sind. Die Geschwin-
digkeit in y-Richtung sollte den Wert Null anndhern. Auch sollten die Geschwindigkei-
ten an trockenen Knoten Null anndhern. Es wurden erneut Vergleichsdatenséatze fiir die
Geschwindigkeit erstellt, die bis zu dem Minimalwert x,,;, der Referenzdaten Null ist,
dartiber hinweg den Werten der Referenzdaten des ISEC [7]| entspricht. Die Abweichung
von der Referenzkurve wurde anhand des RMS-Fehlers fiir die in Tabelle 4.1 vorgestellten
Kombinationen fiir das GETM-Verfahren berechnet und mit dem Fehler des Extrapola-
tionsverfahrens verglichen.

Tabelle 4.3.: RMS-Fehler (in m/s) fir die numerischen Berechnungen der Geschwin-
digkeit v in z-Richtung mit GETM und Extrapolation.

GETM | GETM | GETM | GETM | GETM | GETM | Extrapolation
H it 1 m, 1 m, 1 m, 0.1 m, 0.1m, | 0.01 m,
Hoin 02m | 0.02m | 0.002m | 0.02m | 0.002 m | 0.002 m
t=160s | 0.0868 | 0.0868 | 0.0868 | 0.9626 | 0.9415 1.2310 6.4307
t=175s | 0.3344 | 0.3326 | 0.3326 | 0.4125 | 0.3754 | 0.3657 6.7417
t=220s | 0.7880 | 0.7344 | 0.7300 | 0.6929 | 0.6933 | 0.6977 0.8347

In Tabelle 4.3 ist zu erkennen, dass die Berechnungen der Geschwindigkeit fiir alle
Kombinationen von H..;; und H,,;, zu jedem Zeitpunkt deutlich genauer sind als die
des Extrapolation-Schemas. Aufféllig ist, dass der RMS-Fehler des GETM-Schemas fiir
groflere kritische und kleinere minimale Wassertiefen geringer wird. Aus diesem Grund
beziehen sich die folgenden Graphen auf das GETM-Schema mit H.;; = 1m und
Hin = 0.002 m.

Zum Zeitpunkt ¢ = 160 s existieren erneut nur Referenzdaten ab dem Minimum von
x = 157.415 m. Dieses ist genau der Ort, an dem die Welle auf den Hang trifft. Alle
kleineren Knoten sind somit trocken und die Geschwindigkeit demnach Null. Ein nume-
risches Verfahren sollte somit fiir alle x < 157.415 m gegen den Wert Null konvergieren.
In Abbildung 4.5 sieht man, dass sowohl GETM als auch Extrapolation Schwankungen
besitzen. Das Verfahren Extrapolation hat in dieser Grafik einen Maximalwert vy,q, =
10.2144 m /s, GETM hingegen hat nur minimale Auslenkungen. Man kann GETM daher
als deutlich konstanter ansehen.
Abbildung A.1 stellt beispielhaft dar, wie sich die Geschwindigkeit im Bezug auf die
Wasserhohe und dem dazugehorigen Dampfungsfaktor o verhélt. Es wird jedoch nur das
GETM-Schema mit He.4 = 0.0l m und H,,;, = 0.002 m dargestellt, da sich jegliche
GETM-Berechnungen mit anderen minimalen und kritischen Wassertiefen dhnlich ver-
halten. Man sieht, dass die Schwankungen genau dann auftreten, wenn H,,;, < H < Hepit
und der Dampfungsfaktor « sich verdndert.
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Abb. 4.5.: Vergleich der Geschwindigkeit v in den Verfahren Extrapolation und
GETM (Hit = 0.01 m, Hepip = 0.002 m) mit den analytischen Wer-
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Abb. 4.6.: Vergleich der Geschwindigkeit v in den Verfahren Extrapolation und
GETM (Herit = 1 m, Hepig = 0.002 m) mit den analytischen Werten
zum Zeitpunkt ¢t = 175 s.
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Beim weiteren Zuriickziehen der Welle, das heifit kurz bevor die Welle auf den Hang auf-
lauft, sind diese Unterschiede noch gravierender. Auch hier treten die Schwankungen bei
Einfluss des a = % ein (vgl. Abb. A.2). Beide Verfahren néhern die Referenzkur-
ve nicht ab dem Minimalwert x;,;, = 202 m an. Die Berechnungen der Geschwindigkeiten
mit dem Extrapolationsverfahren geben einen Maximalwert von vy, = 9.4919 m/s. Das

GETM-Verfahren ist hier erneut annidhernd konstant (vgl. Abb. 4.6).

Der Referenzdatensatz zum Auflaufen der Welle wird weder von GETM noch von
Extrapolation so exakt angenéhert (vgl. Abb. A.3). Auch konvergiert die Geschwindigkeit
bei keinem der beiden Verfahren fiir trockene Elemente gegen null. Der RMS-Fehler aus
Tabelle 4.3 zeigt, dass das Verfahren Extrapolation dennoch in der Anndherung der
Referenzkurve unwesentlich schlechtere Ergebnisse aufweist.

4.2.2. Massenerhaltung
8,000 T T T

—— Extrapolation
—  GETM

6,000 - B

4,000 |- B

2,000 - =

Volumen (in m®)

—2,000 |- B

—4,000 |- B

—6,000 - B

—8.000 L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Zeit t (in s)

Abb. 4.7.: Vergleich der Volumenerhaltung von Extrapolation und GETM mit
den Werten H.p;p = 1 m und H,,;,, = 0.002 m.

Bei einem Tsunami geht nur geringfiigig Wasser verloren oder kommt hinzu. Bei den
Prozessen, die numerisch simuliert werden ist daher die Wassermasse konstant. Um ein
Mafs fiir die Realitdtsndhe der Simulation von Tsunamis zu erhalten, wird in Abbildung
4.7 die Zeit gegen das Volumen in den beiden Simulationen GETM und Extrapolation
aufgetragen. Das Volumen bezieht sich hier jedoch nicht auf die gesamte Wassertiefe, son-
dern wird nur durch das Integral {iber die Auslenkung n berechnet. Da keine signifikanten
Unterschiede zwischen der Massenerhaltung des GETM-Schemas mit den verschiedenen
Werten fiir die kritische und die minimale Wassertiefe bestehen, wird sich hier auf das
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Verfahren mit H..;; = 0.01 m und H,,;, = 0.002 m bezogen.

Sowohl bei der Extrapolation als auch bei GETM treten dieselben Schwankungen in der
Massenerhaltung am Anfang des Experimentes auf. Zusétzlich fangt das Extrapolations-
Schema aber bei t = 160 s an auszuschwenken und hat somit an genau dem Zeitpunkt,
an dem zum ersten Mal Zellen nass oder trockengelegt werden, weitere sehr starke Aus-
lenkungen. Diese betragen bis zu 1.3144 - 10* m3.

Folglich approximieren die beiden Verfahren die Massenerhaltung bis zur Ankunft der
Welle am Hang gleichermafen gut. Bei dem Uberflutungsprozess an sich bleibt das
GETM-Schema deutlich konstanter.
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5. Banda Aceh

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der beiden Uberflutungsschemata Extrapo-
lation und GETM an einem realen Tsunamiereignis getestet, den Tsunamis, die am
26. Dezember 2004 viele Lénder an den Kiisten des Indischen Ozeans tberflutet ha-
ben. Die Tsunamis wurden laut Dragani et al. [3] von einem Erdbeben der Magnitude
9,3 nahe der indonesischen Insel Sumatra ausgeldst. Aus diesem Grund wurde Indonesien
auch am stérksten von dem Naturphénomen getroffen.

Dieses Testszenario beschrénkt sich nur auf das Gebiet um die indonesische Stadt Banda
Aceh. Das Gebiet ist deshalb so interessant, da es der nordostlichste Punkt Indonesiens
ist und sich dort die Wellen aus dem Norden und Osten iiberlagert haben.

5.1. Topographie und Referenzdatensatz

Die fiir die Simulationen benétigte Topographie wurde aus mehreren unterschiedlichen
Datensétzen zusammengesetzt. Zum einen wurden die zwei Datensétze der General Ba-
thymetric Chart of the Oceans (GEBCO), GEBCO1’ und GEBCO30’, verwendet. Hin-
zukommt eine Topografie mithilfe von Schiffsmessungen, die sogenannte C-Map.

Tabelle 5.1.: Maximale Wellenhohe und Position der Messtationen.
Lokation | Longitude (°E) ‘ Latitude (°N) ‘ Max. Wellenhohe (m) ‘

1 95.3235 5.5471 2.8
2 95.3067 5.54611 3.3
3 95.3189 5.56417 3.1
4 95.3228 5.57028 3.7
) 95.2713 5.51119 3.5
6 95.2697 5.51539 3

7 95.2688 5.5117 1

8 95.2439 0.47194 11
9 95.2447 5.45611 16.5

Fiir den Referenzdatensatz wurde an neun unterschiedlichen Stationen die maximale
Wellenhohe abgelesen. Es existierten zum damaligen Zeitpunkt keine wissenschaftlichen
Messlokationen. Aus diesem Grund sind dies keine exakten Werte, sondern sie wurden
beispielsweise durch das Ausmals der Schiden an Hausern oder Biumen geschétzt. Fs
ergeben sich somit Abweichungen von den exakten Daten, welche jedoch nicht ermittelt
werden konnen. In Tabelle 5.1 sind die exakten Koordinaten der Lokationen zusammen
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Abb. 5.1.: Die Position der Messtationen und die maximale Wellenhohe, welche anhand
des Extrapolationsverfahrens mir dem Reibungsfaktor r = 0.03 berechnet wur-
de [12].

mit diesen Wasserh6hen dargestellt. Abbildung 5.1 zeigt die Positionen der Messtationen
auf einer Karte. Das Uberflutungsausmaf wurde hier mit dem Extrapolations-Schema
mit dem Reibungsfaktor 7 = 0.03 berechnet. Die rote Linie stellt die Uberflutungslinie
dar, welche aus Satellitenbildern des Deutschen Zentrums fiir Luft- und Raumfahrt e. V.
entnommen wurde.

5.2. Ergebnisse
5.2.1. RMS-Fehler

Das unstrukturierte Dreiecksgitter, auf dem die Oberflichenauslenkung n berechnet wird,
besitzt nicht genau an den Koordinaten der Lokationen einen Eckpunkt. Es wurde daher
der Knoten herausgesucht, der am néchsten an den exakten Koordinaten liegt. Man muss
dabei beachten, dass auch hierdurch wieder geringe Abweichungen entstehen.

Es wurden mehrere Durchldufe des Programmes gestartet. Diese beziehen sich auf das
Extrapolationsverfahren und auf das GETM-Verfahren. Letzteres wurde wieder mit den-
selben kritischen und maximalen Wassertiefen berechnet wie bereits in dem Test ,,Slo-
ping Beach® (vgl. Tabelle 4.1). Um die bestméogliche Reibung fiir das jeweilige Uber-
flutungsschema zu finden, wurden die RMS-Fehler fiir die jeweiligen Berechnungen mit
unterschiedlichen Reibungen berechnet. In Tabelle 5.2 sind diese unterschiedlichen Fehler
dargestellt.
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Tabelle 5.2.: RMS-Fehler (in m) der Oberflachenauslenkung n fiir die nu-
merischen Berechnungen mit GETM und Extrapolation mit
unterschiedlichen Reibungen.

GETM | GETM | GETM | GETM | GETM | GETM
Hei 1 m, 1 m, 1 m, 0.1 m, 0.1m, | 0.01 m, | Extrapolation
Hpin 02m | 0.02m | 0.002m | 0.02m | 0.002 m | 0.002 m
r=0.035 || 2.2315 | 2.2561 | 2.2801 | 2.3248 2.33 2.3502 2.4318
r=20.04 || 1.4324 | 1.4195 | 1.4248 | 1.4214 | 1.4324 1.4234 1.8202
r=0.045 || 1.2276 | 1.2264 | 1.2312 | 1.2222 | 1.2276 1.2523 1.6888
r = 0.05 1.7818 | 1.8442 | 1.8448 | 1.9026 | 1.9045 1.9146 1.2921

Da das Extrapolations-Schema fiir den Reibungsfaktor » = 0.05 und das GETM-
Schema mit Herjy = 0.1 m, Hypip = 0.02 m fiir » = 0.045 den kleinsten RMS-Fehler besit-
zen, beziehen sich die nachfolgenden Vergleiche auf ebendiese Simulationen. Es fillt gene-
rell erneut auf, dass das GETM-Schema mit jeder beliebiger Kombination von H,.;; und
H,in fiir den Reibungsparameter r = 0.45 einen geringeren Fehler als das Extrapolations-

Verfahren aufweist.

Wellenhéhe 7 (in m)

35

30 |-

m Referenzdaten
—1 Extrapolation
mm GETM

Lokation

Abb. 5.2.: Oberflachenauslenkung den Messtationen und die dazugehorigen numerischen
Werte der beiden Uberflutungsschemata Extrapolation und GETM.

In Abbildung 5.2 sind die numerisch berechneten Wellenh6hen an den unterschiedlichen
Lokationen 1 bis 9 gegen die Messwerte aufgetragen. Es fallt auf, dass sowohl Extrapo-
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lation als auch GETM die Messwerte an der neunten Station stark iibertreffen. Diese
Messstation liegt sehr nahe an der Kiiste. Nicht exakte Bathymetriedaten des Meeres-
bodens und Topographiedaten kénnten die Begriindung fiir diese starke Uberschétzung
sein. Weiterhin ist zu bemerken, dass sowohl GETM als auch Extrapolation die Referenz-
werte an einigen Stationen {ibertreffen, an anderen jedoch untertreffen. Es ist daher nicht
sinnvoll einen groferen Reibungsparameter zu wahlen, um die maximale Wellenhohe an
Lokation 9 zu reduzieren. Da dieser Reibungsfaktor die Wellenauslenkung stérker unter-
driicken wiirde, gidbe es somit an den anderen Lokationen die Gefahr der Unterschiatzung
des Tsunamis. Die in Tabelle 5.2 aufgefiihrten RMS-Fehler beruhen aus diesem Grund
nur auf den Lokationen 1 bis 8.

5.2.2. Massenerhaltung

Das Programm TsunAWI arbeitet normalerweise auf einem Rechengebiet mit offenem
Rand im Ozean. Dieser ldsst zu, dass das Wasser abflieftt und vermeidet unnatiirliche
Reflexionen. Da bei der Massenerhaltung jedoch kein Fluid verloren gehen darf, wurden
zwei weitere Durchldufe mit einem neuen undurchlédssigen Gitter gestartet. Die Mas-
senerhaltung wurde wie in Kapitel 4 erneut nicht als Integral iiber die Gesamtwassertiefe
H berechnet, sondern aus dem Integral iiber die Auslenkung zu jedem Zeitpunkt ¢ € T'.
Diese zeitliche Verdnderung des Volumens ist in Abbildung 5.3 dargestellt.
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Abb. 5.3.: Vergleich der Verdnderung des Volumens der Oberflachenauslenkung 7 mit der
Zeit t der Verfahren Extrapolation und GETM.
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Auch bei diesem Versuch sollte das Volumen moglichst konstant bleiben. Es fallt auf,

dass beide Verfahren anfangs eine grofse Steigung besitzen. Dieses hdngt mit der nume-
rischen Auslosung der Welle zusammen. Da nicht genau bekannt ist wie das Erdbeben
entstanden ist, konnen keine exakten Informationen fiir die numerischen Berechnungen
der Tsunamisimulationen verwendet werden.
Im spéteren Verlauf der Simulationen steigen beide Verfahren weiter an. Das Verfahren
GETM steigt jedoch betriichtlich weniger, da die Skala von 9,45 - 10'° m? bis 9, 85 - 100 m?
verlauft. Zum letzten Zeitpunkt ¢ = 120 min ergibt sich somit ein Unterschied von
1.4265 km®. GETM erzielt somit deutlich bessere Ergebnisse.
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6. Auswertung der Ergebnisse

Sowohl beim Gedankenexperiment Sloping Beach als auch bei dem komplexeren rea-
len Testereignis Banda Aceh erzielt das neue Verfahren GETM im Allgemeinen bessere
Ergebnisse in der Genauigkeit als das bewidhrte Verfahren Extrapolation. Das neue Ver-
fahren GETM simuliert die Trockenlegungsprozesse, d.h. die Zeitpunkte t = 160 s und
t = 175 s, fiir alle Kombinationen der kritischen und minimalen Wassertiefen préziser als
das Extrapolations-Verfahren. Sobald Elemente geflutet werden, haben sowohl Extrapo-
lation als auch GETM &hnliche Probleme in der Simulation. Bei kleineren Werten fiir
H..;t und H,,;p, weist das GETM-Schema einen geringfiigigeren RMS-Fehler auf.

In dem Testfall Banda Aheh hingegen iiber- und untertreffen sowohl Extrapolation als
auch GETM gleichermafsen einige Messwerte. Diese Abweichungen sind fiir beide Ver-
fahren akzeptabel. Mit Blick auf Tabelle 5.2 ist jedoch zu erkennen, dass das Schema
GETM fiir alle méglichen Kombinationen von H,,;;, und H..; einen geringeren RMS-
Fehler aufweist. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das Uberflutungsschema
GETM exakter simuliert.

Bei der Betrachtung der Geschwindigkeit im Experiment Sloping Beach gibt es qua-
litativ dhnliche Ergebnisse wie bei der Betrachtung der Oberflichenauslenkung 7. Zum
dritten Referenzzeitpunkt approximieren sowohl GETM als auch Extrapolation die Ge-
schwindigkeit an den neu benéssten Knoten und im Kanal dhnlich ungenau. Zu den
ersten beiden Zeitpunkten hingegen ndhert GETM insbesondere die Geschwindigkeit der
trockengelegten Knoten deutlich genauer an.

In der Massenerhaltung ist das GETM-Schema dem Extrapolations-Schema in beiden

Experimenten iiberlegen. Zwar haben beide Verfahren zu Beginn der Simulation starke
Abweichungen, in der sehr speziellen Simulation Sloping Beach iiberragt GETM jedoch
mit einer anndhernden Konstanz beim Ablaufen der Welle. Bei Bandah Aceh kann diese
Eigenschaft nicht erreicht werden, dennoch existieren erhebliche Verbesserungen im Be-
zug auf das zur Zeit verwendete Uberflutungsschema Extrapolation.
Die Massenerhaltung ist durch die Kontinuitatsgleichung in den Flachwassergleichungen
integriert. Es ist daher wichtig, dass die Masse auch in numerischen Simulationen er-
halten bleibt, um dem physikalischen Modell gerecht zu werden. Das Verfahren GETM
erzielt hier eine deutlich ndhere Approximation der Konstanz des Volumens.

Sowohl beim Benchmark Sloping Beach als auch beim Benchmark Banda Aceh fallt

auf, dass alle Simulationen auf Basis des GETM-Verfahrens éhnliche Ergebnisse lieferten.
Die Wahl von H,;, und Hp;; ist somit nicht sehr relevant.
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7. Fazit und Ausblick

Alles in allem erzielt das von Burchard et al. [1] vorgestellte GETM-Schema in dem Si-
mulationsprogramm TsunAWTI in keinem der Vergleiche schlechtere Ergebnisse als das
bewidhrte Extrapolations-Schema. Die meisten Vergleiche ergeben sogar eine deutliche
Uberlegenheit des GETM-Verfahrens. Hierbei ist die Wahl der minimalen und kritischen
Wassertiefe, welche den Dampfungsfaktor o beeinflussen, nicht sehr wichtig.

Es wurde auch an einem Benchmark zu einem realen Tsunamiereignis getestet. Da auch
hier iberragende Ergebnisse des GETM-Schemas nachgewiesen wurden, kann angenom-
men werden, dass das neue Verfahren auch fiir andere Simulationen bessere Ergebnisse
liefert.

Ein weiterer positiver Aspekt des GETM-Verfahren ist, dass in diesem die Physik bes-
ser widerspiegelt wird. Dieses liegt daran, dass den bewidhrten Flachwassergleichungen
nur ein Dampfungsfaktor im Uberflutungsbereich hinzugefiigt wird. Das Extrapolations-
Schema hingegen simuliert nur im tiefen Ozean nach dem physikalischen Modell. Im
Kistenbereich kommt es von diesem Modell komplett ab.

Bei dem Vergleich der Uberflutungsschemata an den beiden Datensétzen Sloping Beach
und Banda Aceh hat sich somit herausgestellt, dass das GETM-Schema insgesamt bessere
Ergebnisse erzielt. Zusammenfassend kann somit gesagt werden, dass eine Umstellung des
Simulationsprogrammes TsunAWI auf das neue Verfahren GETM erwégenswert ist.
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A. Weitere Grafiken zum Benchmark
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Abb. A.1.: Der Dampfungsfaktor a im Bezug zum Vergleich der Oberflachenaus-
lenkung 7 und der Geschwindigkeit v in den Verfahren Extrapolation
und GETM (Hgpip = 0.01 m, Hepjp = 0.002 m) mit den analytischen
Werten zum Zeitpunkt ¢ = 160s.
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