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Korrektur

Korrekturen zur vorliegenden Diplomarbeit

Kapitel 1, S.19
(1.19) Me, = 0xy,2) v (xy,z)- AyAz- At [kg]

Kapitel 2, $.29 unten

ey ~ohly,x) o ~9oh(y,x)
S (Tx(y,x) T ) und 5y (Ty(y,x) dy )

Kapitel 3, S.37, Algorithmus (3.4)

8) x %) ist eine Naherung von x*.

Kapitel 3, S.40 unten

(3.17) X =(l-(D+E)TA)x +(D+E)7"Db
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Kapitel 3, S.41 unten

Ist die Iterationsmatrix J des Jacobi - Verfahrens nichtnegativ J20 , so gilt auBerdem der Satz
von Stein und Rosenberg ([11,S.247). Dabei ist die Jacobi-lterationsmatrix J insbesondere
dann nichtnegativ, wenn die Koeffizientenmatrix A des LGS positive Diagonalelemente und
nichtpositive Nichtdiagonalelemente besitzt: a;;>0,a,, <0furizk (11, S. 247). Eine Matrix
mit diesen Eigenschaften bezeichnet man auch als L-Matrix ([4],S.42).

Kapitel 3, S.43 unten

Satz ([4],5.125)

(3.31) Sei die Matrix A eine L-Matrix. Konvergiert das Jacobi-Verfahren (d.h. S(J)<1)
und ist O<w, <w, < 1, dann gilt

S(H(w,)) £ S(H(w,)) < 1.

Bemerkung: ([4],S.126)

Ist A eine L-Matrix und konvergiert das Jacobi~Verfahren, dann ist die Funktion S(H(w))
fir O £ w < 1 monoton fallend. Unter der Annahme, daB die von w abh&ngige Funktion S(H(w))
stetig ist, kann man erwarten, daB S(H(w)) < 1 fir 0 < w< ® mit 1<w<2. Die Bedingung
w <2 wird durch die Aussage des Satzes (3.28) geliefert.

Kapitel 3, S.44 oben

Folgerung

(3.32) Sei die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems irreduzibel und das
schwache Zeilensummenkriterium erflilit (d.h., das Jacobi-Verfahren sei konver-
gent). Weiter sei A eine L-Matrix (damit ist die Iterationsmatrix J des Jacobi-
Verfahrens insbesondere nichtnegativ). Wendet man unter diesen Voraussetzungen
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Korrektur

den Satz (3.21) Absatz 2 an, dann ergibt sich ‘mit'der Bemerkung zum Satz (3.31):
Das SOR-Verfahren ist konvergent fiir alle we (0, ®] mit 1< @ < 2.

Kapitel 3, S.46 unten und S.47 oben

Satz

(3.42) Fur alle durch Diskretisierung der Stromungsgleichung auf einem Gebiet G ent-
stehenden linearen Gleichungssysteme konvergiert das SOR-Verfahren flr
we (O, w] mit 1< @ < 2, wenn mindestens in einem Randpunkt von G der Wert
der Losungsfunktion h bekannt ist.

Beweis

Zu zeigen ist:

1. Das schwache Zeilensummenkriterium (3.14) ist fir die Koeffizientenmatrix A des

LGS immer erfillt.

2. A ist irreduzibel (3.15b).

3. Aist eine L-Matrix.
Kénnen die Punkte 1 und 2 gezeigt werden, so ist fir dieses LGS das Jacobi - Verfahren nach
(3.14) konvergent. Ist die Koeffizientenmatrix A zusitzlich eine L~-Matrix, so existiert nach
(3.32) ein Intervall (0,w] mit 1< © < 2 fiir dessen Elemente w das SOR-Verfahren konver-
giert, d.h. S(H(w)) < 1.

Kapitel 3, S.48 unten und S.49 oben
Zu 3) Die Koeffizientenmatrix A ist eine L-Matrix, wenn sie positive. Diagonalelemente und
. nichtpositive Nichtdiagonalelemente besitzt, d.h.
a >0 furl=1,2,..,n
und a o, < O fur 1#m

Diese Bedingung‘ist fir alle Punkte, deren w-Werte zu berechnen sind, durch die
Gleichung (2.33) erfillt. Wird A nach der Betrachtung in 2) nur fiur solche Punkte
gebildet, so ist die Koeffizientenmatrix A eine L-Matrix.

Kapitel 3, S.49, Algorithmus (3.44)

8) wk) ist eine Niherung von w™.

Kapitel 3, S.54, Algorithmus (3.54)
1) A% ist eine Niherung von S(T).

Anhang 2, 5.82 .
2 regelbare, stabilisierte Netzgerdte 27 V/ 0.5A
(Eigenbau aus stabilisierten Netzblock, Labor-Netzregelkarte Hé&tronik-Nr.25/3,
10 - Gang ~ Prazisionspotentiometer)

1 Digitalvoltmeter (Voltcraft "GS 6520 Multimeter", Fehlertoleranz: * 0,5%. + 1Digit vom
MeBwert)

1 Digitalvoltmeter (Monacor "DMT-5500", R;= 10MQ, Fehlertoleranz: * 0,05% +2Digit
vom MeBwert)

2 Digitalvoltmeter (BBC "MA SD",‘FehIertoleranz: * 0,05% + 1Digit vom MeBwert)



Einleitung

Einleitung

Die Wissenschaft von der Hydrologie wire
relativ einfach, wenn das Wasser nicht In
der Lage wdre, die Erdoberfliche zu durch-
dringen.

Harold E. Thomas

(aus: Ralph C. Heath "Einfiihrung in die Grundwasser-Hydrologie")

Die Versorgung der Bevolkerung mit Trink- und Brauchwasser ist ein Problem zu dessen
LOsung heute auf den Einsatz mathematischer Modelle, d.h. auf den Einsatz von Modellierun-
gen der natiirlichen Gegebenheiten mit Hilfe mathematischer Gleichungen nicht mehr ver-
zichtet werden kann.

Die Wasserversorgung aus Grundwasservorkommen erfordert neben der Kenntnis der Boden-
strukturen und den natiirlichen Zu- und AbfluBmengen auch die Simulation der Verhiltnisse
im Boden, die unter dem EinfluB kiinstlicher MaBnahmen entstehen wiirden. So ist z.B. die
Berechnung von Grundwasserabsenkungen im Bereich von Entnahmebrunnen ein wichtiges
Werkzeug, um schon bei der Wahl eines neuen Brunnenstandortes spater mégliche Umwelt-
und Bausubstanzschaden zu minimieren bzw. zu verhindern.

Weitere Einsatzschwerpunkte der von der Hydrogeologie (der Lehre vom Verhalten des
Wassers und der mit ihm in Verbindung stehenden Stoffe im Boden) gelieferten Modelle sind
die Sanierung von Altlasten und die Abwasserentsorgung. Diese in den weiten Bereich des
Grundwasserschutzes fallenden Themen werden in Zukunft verstarkt Beachtung finden miis-
sen, wenn eine Trinkwasserversorgung auch fiir die nichsten Generationen gewaihrleistet
werden soll.

Aufgabe dieser Arbeit war es, ausgehend von den Modellen von Kinzelbach [21 und Rushton /
Redshaw [3] digital-numerische Verfahren zur Berechnung von Grundwasserstrémungen zu
realisieren und in stationdren Situationen an einem Analog-Modell zu eichen.

Im ersten Kapitel wird zunéchst eine kurze Einfiihrung in die Modellierung von Grundwas-
serstromungen in einem porSsen Medium gegeben. Am Ende dieses Kapitels steht dann die
sogenannte "Stromungsgleichung” zur Verflugung. Diese Gleichung ist eine partielle Diffe-
rentialgleichung (PDG) und ist bei einer Simulation von Grundwasserbewegungen unter
verschiedenen Randbedingungen zu ISsen.

Die L8sung dieser PDG kann man in der Regel fiir die in der Praxis interessanten Fille
nicht geschlossen angeben, sondern nur numerisch mit einem endlichen Fehler berechnen.
Die fur die Losung von partiellen Differentialgleichungen relativ einfachen Differenzenver-
fahren werden im 2. Kapitel eingeflihrt und auf die Strémungsgleichung angewendet.

Bei der Anwendung von Differenzenverfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen
entstehen in der Praxis mitunter sehr groBe lineare Gleichungssysteme (LGS). Im 3. Kapitel
werden daher iterative Verfahren zur L&sung dieser Gleichungssysteme vorgestellt und auf
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Einleitung

die durch Diskretisierung der Strémungsgleichung entstehenden LGS angewendet. Unter den
iterativen Verfahren beschiftige ich mich ausfilhrlich mit dem SOR-Verfahren sowie der
Wah| eines optimalen Relaxationsparameters, fir den die Anzahl der lterationen des
SOR-Verfahrens minimal wird.

Im 4. Kapitel wird abschlieBend ein analoges Modell nach Rushton/Redshaw vorgestellt, mit
dem die Grundwasserpotentiale in einer stationiren Situation bestimmt werden konnen.
Dabei wird versucht, die Ergebnisse des mathematisch-numerischen und eines modifizier-
ten analogen Modells aufeinander zu eichen.

Begleitend zur theoretischen Arbeit habe ich ausgehend von den Algorithmen von W. Kinzel-
bach ein Programmsystem entwickelt, das die Simulation von Grundwasserstromungen in
einem Gebiet ermdglicht. Der vollstdndige Quellcode des Programms und das auf einem
ATARI 1040 ST ablauffshige Programm liegen dieser Arbeit auf einer Diskette bei.

Das in Kapitel 4 beschriebene analoge Modell ist von mir aufgebaut und erprobt worden.



Grundwasserstrémung

1. Einfuhrung in die Modellierung von Grundwasserstrémungen in einem porésen Medium

Bevor eine Beschiftigung mit den mathematischen bzw. analogen Modellen zur L&sung von
Grundwasserproblemen méglich ist, missen zunichst einige Begriffe aus der Hydrogeologie
erklart und hergeleitet werden.

1.1 Hydrogeologische Grundlagen und Gesetze

1.1.1 Gesteine und Wasser

Gesteine, in denen Wasser gespeichert bzw. sich Wasser bewegen kann, setzen sich aus
fester Materie und Hohirdumen zusammen. Der Begriff "Gestein” wird hier als Oberbe-
griff fur jegliche Form von Erdreich, wie etwa Sand, Humus, Gerdll, Lehm usw., benutzt.

Grundsatzlich unterscheidet man zwei Arten von Gesteinen :
- porose Lockergesteine
- Festgesteine

Die por&sen Lockergesteine konnen dabei als eine Ansammlung einzelner Gesteinskorper auf-
gefaBt werden, zwischen denen luft- und fliissigkeitsgefiilite Hohlrdume auftreten. Die GréBe
der Gesteinskorper betrédgt je nach Art der Ablagerung wenige Mikrometer (Ton < 2um)
bis zu einigen Zentimetern (Gerdlle > 6 cm) ([1],5.19f). Zu der Gruppe der pordsen
Lockergesteine gehdren vor allem die Tone, Schiuffe, Sande und Kiese. Das Grundwasser
bewegt sich bei diesen Gesteinen innerhalb der entstandenen Hohlrdume oder Poren zwischen
den Gesteinskorpern. In Festgesteinen bewegt sich das Grundwasser dagegen in Kliften und
Spalten. ‘

In dieser Arbeit beschrdnke ich mich auf die Behandlung von Grundwasserstrémungen in
pordsen Lockergesteinen.

1.1.2 Porositit von Gesteinen
Der Anteil von Hohirdumen am Gesamtvolumen eines Gesteins wird als Hohlraumanteil oder
Porositdt bezeichnet. Fir den dimensionslosen Porositatsfaktor n gilt die Beziehung ([4],

S.19):

(V. -V,.) \Vj
(1.1) n=—-9 f . Y
Vg .

h

mit n  Porositatsfaktor O<n<1
V_ Gesamtvolumen der Gesteinsprobe [m 3]
V¢ Volumen der festen Bestandteile [m23]
V,, Volumen der Hohirdume [m3]

Die Porositdt von Lockergesteinen hdngt von der KorngroBenverteilung (Sortierung) und der
Form der Gesteinskorper ab. Je besser dabei die Gesteinskorper sortiert sind, um so groBer
ist die Porositdt des Gesteins ([1],S.92).
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(Abb. 1.1)
S
Olo )
089%
gut sortierter Kies schlecht sortierter Kies

Nur ein Teil der Hohlrdume stehen fiir die Grundwasserbewegung zur Verfigung. Dieser
Teil, der nach Abzug des Volumens an adhasiv (Haftwasser) und kapillar gebundenem Wasser
verbleibt, wird als effektiver, nutzbarer oder durchfluBwirksamer Hohlraumanteil n, be-
zeichnet ([11,S.92). Die nutzbare Porositat ist zum Teil erheblich kleiner als die Gesamt-
porositat. Bei Tonen z.B. betrdgt die nutzbare Porositit weniger als 0,05, obwohl die
Gesamtporositdt bei 0,55 liegt ([1],S.93). Je grober das Gestein ist, desto kleiner ist der
Unterschied zwischen Gesamtporositat und effektiver Porositit.

Vom nutzbaren Hohlraumanteil ist wiederum nur ein Teil speichernutzbar. Der speicher-
nutzbare Hohlraumanteil Ngp ist dabei der Teil, bei dem nur die bei Anderung der Grund-
wasserdruckspiegelhthe entleerbaren oder auffiillbaren Hohlrdume beriicksichtigt sind
(011, $.92).

1.1.3 Grundwasserleiter und Grundwasserhemmer

Bei der Betrachtung von Grundwasservorkommen beschaftige ich mich in dieser Arbeit nur
mit Gesteinsschichten die als:

- Porengrundwasserleiter (kurz Grundwasserleiter oder GW-Leiter) und

- Grundwasserhemmer

bezeichnet werden.

Ein Porengrundwasserleiter ist eine Gesteinsschicht aus portsen Lockergestein, in der Wasser
flieBen bzw. die Wasser in nennenswerten Mengen fiir Brunnen und Quellen liefern kann. Ein
Grundwasserhemmer ist dagegen eine Schicht, die nur eine sehr geringe Wasserwegsamkeit
besitzt und eine Grenze fiir die Bewegungen des Grundwasser bildet ([4],S.17).

Dariberhinaus konnen drei Typen von Grundwasserleitern unterschieden werden:

- die ungespannten oder freien Grundwasserleiter

- die gespannten Grundwasserleiter und

- die halbgespannten Grundwasserleiter .

Dabei versteht man unter einem GW-Leiter mit freier Oberfliche eine Gesteinsschicht, deren
Hohlrdume nur zum Tell mit Wasser ausgefiillt sind. Die Oberfliche der gesittigten Zone
(d.h. der Zone, in der alle Hohlrdume mit Wasser gefiillt sind) kann ohne Beschrinkung
durch Uberlagerte Grundwasserhemmer steigen und fallen. Sind die Hohirdume des Grund-
wasserleiters vollstiandig gefiillt (d.h., der Leiter ist volistdndig geséttigt) und wird dieser
von einem Grundwasserhemmer nach oben abgeschlossen, so nennt man dieses Wasser
gespannt bzw. bezeichnet den Grundwasserleiter als gespannt (siehe (Abb. 1.2)) ([4],S.18).
Bei halbgespannten Grundwasserleitern besitzt der Grundwasserhemmer noch eine nicht
vernachldssigbare Wasserdurchldssigkeit.
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(Abb.1.2)
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1.1.4 Das Darcy'sche Gesetz
Das Grundwasser in einem Grundwasserleiter bewegt sich immer von Orten mit hoherem

Grundwasser-Druckspiegel (d.h. hoherer potentieller Energie) zu Orten mit niedrigerem
Grundwasser-Druckspiegel (d.h. niedrigerer potentieller Energie). Wihrend des FlieBvor-
gangs erleidet das Wasser in Folge von Reibung an den Porenwédnden des Gesteins einen
Energieverlust. Bei gleichbleibendem Porenraum und unverdnderter Dichte und Viskositdt des
Wassers gelten lineare Beziehungen zwischen der FlieBgeschwindigkeit und dem Energiever-
lust durch Reibung je Wegeinheit ([1], $.99f). Diese Proportionalitdt wurde erstmals von
Henry Darcy (1803 - 1858) 1856 beschrieben ({11, S.100). Zur Verdeutlichung der nach ihm
benannte Darcy-Gleichung betrachte man zunichst die (Abb. 1.3).

(Abb 1}'13) Standrohre (dunne Rohre zur Ermittlung der Druckspiege!)
| |

hoL S I B

Grundwasserhemmer

gespannter Grundwasserleiter

il ——> FlieBrichtung des Grundwassers

Aus der (Abb. 1.3) folgt eine Form des Gesetzes von Darcy

= - . é_h_ 3
(1.2) Q=-ke A2 [mY]

mit kg Durchlassigkeitsbeiwert [ m/s]
A Querschnittsfliche des betrachteten Grundwasserleiters senkrecht zur Stro-

mungsrichtung [m?2]
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Ah = (h,=h) = (h{x,)-h(x,)) Differenz der Standrohrspiegel [m]
Al = Ax = (x,-x,) Abstand der Standrohre [m]
Q durch den Querschnitt A bewegtes Wasservolumen pro Zeiteinheit [mZ:I

Bemerkung:

Da in der skizzierten Situation (Abb. 1.3) der Quotient Ah/Al kleiner Null ist, das durch
den Querschnitt A bewegte Wasservolumen pro Zeiteinheit jedoch groBer Null sein soll,
wurde in der Gleichung (1.2) ein negatives Vorzeichen eingefiihrt.

Die Proportionalitatskonstante in dieser Gleichung ist der sogenannte Durchldssigkeitsbei-
wert k.. Er héngt sowohl von der spezifischen Durchldssigkeit (Permeabilitdt) des durch-
flossenen Gesteins als auch von den spezifischen Eigenschaften der Flussigkeit (Dichte,
Viskositat) ab.

Der empirisch ermittelte Zusammenhang zwischen dem Durchldssigkeitsbeiwert k. und den
stoffspezifischen Eigenschaften ist ([1],S.104)

_K-g-e m
(1.3) ke = ——n— [:-é‘]
mit K spezifische Durchldssigkeit des Gesteins [ m2 ]
n dynamische Viskositdt (Zshigkeit) der Flussigkeit [Ns/m?2 ]
g Dichte der Flussigkeit [kg/m?2]
g Erdbeschleuigung [ m/s?]

Bemerkung:
Als Dimension fiir die spezifische Durchldssigkeit wurde 1934 von Wyckoff die Einheit
Darcy (D) eingefiihrt (1 Darcy gleich 1-1078cm?2 ) ([1],S.104).

Der Durchlassigkeitsbeiwert umfaBt einen Bereich von 12 Zehnerpotenzen ([41,S.29). Da-
ruberhinaus ist der Durchldssigkeitsbeiwert auch in gleichartigem Gestein von Ort zu Ort
groBen Schwankungen unterworfen. Bleibt er innerhalb eines Gesteins im wesentlichen
gleich, so spricht man von einem homogenen Grundwasserleiter ([41,S.29f). Der Durch-
lassigkeitsbeiwert kann sich dariiberhinaus auch richtungsabhidngig verédndern. Ist er in alle
Richtungen im wesentlichen gleich, so handelt es sich um einen isotropen Grundwasseriei-
ter. Im anderen Fall spricht man von einem anisotropen Grundwasserleiter. Bedingt durch
mogliche Inhomogenitdten und Anisotropien ist die Bestimmung des Durchldssigkeitsbeiwertes
fur ein groBers Gebiet nicht einfach und erfordert umfangreiche Pumpversuche im Gelédnde.

Das Gesetz von Darcy gilt nur fir den Fall der laminaren (wirbelfreien) Stromung. Fir den
GrundwasserfluB in porosen Lockergesteinen liegt dieser Fall vor, wenn die dimensionslose
Reynoldsche Zahl im Intervall [1,10] liegt. Die dimensionslose Reynoldsche Zahl Re wird wie
folgt bestimmt ([11,S.107):

(1.4) Re =34 V- @
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mit d  Rohrdurchmesser [m]
vV Geschwindigkeit der Fliissigkeit im Rohr [m/s]
g Dichte der Flussigkeit [ kg/m?3]
n  dynamische Viskositdt der Flissigkeit [Ns/m?2]
Bemerkung:

In der Hydrogeologie reprasentiert der durchschnittliche Durchmesser der Porenkanile
zwischen den Gesteinskornern (siehe auch Abb. 1.1) den in der Gleichung verwendeten Rohr-
durchmesser. Die Bestimmung des durchschnittlichen Porendurchmessers ist in der Praxis

nicht problemlos ([1], S.107).

1.1.5 Darcy - Geschwindigkeit
Betrachtet man ein wie in (Abb. 1.4) dargestelltes rechteckiges Rohr mit der Querschnitts-

fliche A=AyAz, so flieBt bei einer gegebenen Geschwindigkeit v, in der Zeit At eine
bestimmte Menge Wasser V., in x-Richtung aus, wenn die Standrohrspiegelhdhe h an der
Stelle x, den Wert h, und an der Stelle x, den Wert h, hat und h,<h, ist.

(Abb. 1.4)

Aus der (Abb. 1.4) folgt die Beziehung

V m
(1.5) V. = VX-At-A [m3] = Vo = ﬁ [—S—]

w

Setzt man nun Q= V _, /At (Q=bewegtes Wasservolumen pro Zeiteinheit), so folgt fir
die Geschwindigkeit in x-Richtung

m3
(16) v = [:55]= (o]

m
Mit Q aus (1.2) ergibt sich nun die sogenannte "Darcy-Geschwindigkeit” in x-Richtung

(1.7) v, = ke 20 (2]

Bemerkung:
Die Darcy-Geschwindigkeit ist die Filtergeschwindigkeit des Grundwassers durch einen ge-

gebenen Querschnitt A eines pordsen Mediums senkrecht zur Strémungsrichtung und nicht
die tatsdchliche Geschwindigkeit zwischen den Gesteinskornern, die in die Reynoldsche Zahl

eingeht.
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Wird der Grenziibergang Ax —> O durchgefiihrt, so ergibt sich in einem homogenen und
isotropen GW-Leiter flir die Geschwindigkeitskomponente Vo

Lh __,  on

(1.8) V. = ALiTO V, = - kf.AETo Al f x

Fiir die Geschwindigkeiten v, und v, werden die Betrachtungen (1.5)-(1.8) analog durch-
gefuhrt. Als Ergebnis erhdlt man fiir einen homogenen und isotropen Grundwasserieiter:

__, oh . __, oh __, oh .
(1.96.) Vx— kf a)( 1 Vy" kf ay b VZ— kf aZ s
bzw. ([11,S.101)
V. T
> _ . _ ., [ ©h dh 9h -
(1.9b) Vo=, = ke ( 5x " 3y 33 ) = = kg - grad h(xy,z)
v

1.1.6 Transmissivitit
In einer wie in der nebenstehenden

(Abb. 1.5) Abbildung (1.5) dargestellten Situation,
Z g /—/\/ﬁ wird ein Grundwasserleiter in x- Rich-
X tung durchstrémt. Die Breite des um

3

den Punkt (x,y) liegenden "infinitesimal-
en" Stromungskanals sei b [m1. Seine
Lange sei Al= x,- x, [m]. Der Ab-
stand zwischen der Deckflache und der
Sohle des Grundwasserleiters am Punkt
(x,y) wird als seine Michtigkeit M(x,y)
X [m] bezeichnet.

M(x,y)

Y

(%
N

Wird im Gesetzt von Darcy (1.2) die Flache A durch Ml(x,y) und b ausgedriickt, so ergibt
sich fur die Menge Wasser, die pro Zeiteinheit durch den Querschnitt A = Mi(xy)-b
stromt ([41,S.57)

= Ah 3
(1.10) Q = - kelxy) - Mlxy) -b - 250 [%]

In der Hydrogeologie wird das Produkt aus Durchldssigkeitsbeiwert K¢ [m/s] und GW-
Leiter-Méchtigkeit [m] als Transmissivitat T [ m2/s] bezeichnet ([11,S.105).

(1.11) Tixy) = ks (xy) - Mx.y) [%2]

In der Regel ist der Durchldssigkeitsbeiwert iber die Hohe z des Ortes veranderlich. D.h.

(1.12) T(xy,2) = K (xy.2) - M(x,y) {:—Z-fj]

1
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Soll trotz der Abhangigkeit von 'kvf von der Hohe z des Ortes in den Berechnungen eine
nur von x und y abh&dngige Transmissivitdt T(x,y) verwendet werden, so bildet man die
Summe Uber die "infinitesimal” dinnen Schichten z,, in die die Michtigkeit des GW-
Leiters luckenlos und vollstandig aufgeteilt gedacht wird. Im Grenziibergang dieser Summe
ergibt sich dann die Integral-Darstellung von T(x,y). Es gilt

n M(x,y)
(1.13) T(xy) = lim Z Kely,z,)-Az, = Jﬁf<x.y,z>dz
AZI-DO i=1 Z=0

Wird die in (1.13) gewonnene Transmissivitét in das Gesetz von Darcy (1.2) eingesetzt, so
erhdlt man eine von z unabhidngige Darstellung der durch einen Querschnitt M(x,y) -b pro
Zeiteinheit flieBende Menge Wasser. Dabei wird durch die Anwendung der Integration die
lokale Variation von @'f(x,y,z) beziglich der z-Richtung berlcksichtigt.

= Ah m?=
(1.14) Qlxy)= -Tixy)-b- Al [? j]

Fir die Darcy-Geschwindigkeit ergibt sich mit (1.7)

> _ _ Tyl Ah m
(1.15) v ——l—M(Xd) N 2]

1.1.7 Speicherfihigkeit

Eine wichtige hydrogeologische Eigenschaften eines Gesteins ist seine Fahigkeit, Wasser zu
speichern bzw. gespeichertes Wasser abzugeben. In einem gespannten Porengrundwasser-
leiter wird die Fahigkeit des Bodens eine bestimmte Menge Wasser (AV ) pro Volumen-
einheit (Vg) und pro Einheit Standrohrspiegelhthenabsenkung (Ah) abzugeben, als spe-
zifischer Speicher(féhigkeits)koeffizient S _ bezeichnet. Es gilt ([51,S.147)

AV, m?3
(1.16) S.xy,2) = Vg Ah [ms,m:]

Der spezifische Speicherkoeffizient ist in der Praxis von vier Parametern abhingig, und
zwar von der

- elastischen Kompressibilitdit des Korngeristes des Gesteins ug [m2/N],

- der Kompressibilitdt des Wassers ¢, [ m2/N],

- der Porositat n des Gesteins

- und der Wichte des Wassers [ kg/m2/s2] ( Wichte = Dichte - Erdbeschleunigung ).

Mit diesen Parametern ergibt sich fur den spezifischen Speicherkoeffizienten in einem ge-
spannten GW-Leiter die folgende Beziehung ([11,S.160):

UB(x,x,z)) {: m3 :I

n(x,y,z) 3

(1.17) S xy.2) = nixy,z) - - g(2) - (uw+ o

12
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Bemerkung:

In einem gespannten Porengrundwasserleiter steht das Wasser in den vollstandig gefiiliten

Poren unter einem von der Druckspiegelhthe abhingenden absoluten hydrostatischen Druck.

Dieser Druck komprimiert das Wasser und unterstiitzt das Korngerist des Gesteins. Wird

die Druckspiegelhthe abgesenkt, so kommt das aus dem Bodenvolumen ausflieBende Was-

ser unter der Voraussetzung, daB keine Grundwasserneubildung durch #uBere Einflisse

erfolgt, im wesentlichen aus zwei Quellen:

1) Dem Wasser, das sich als Folge der Druckerniedrigung im Grundwasserleiter ausdehnt
(abhéngig von der Kompressibilitdt des Wassers) und

2) dem Wasser, das aus dem Grundwasserleiter durch Setzung und Verdichtung des
Grundwasserleiters ausgetrieben wird (abhangig von der Kompressibilitat des Kornge-
ristes des Gesteins) ([11,S.77).

Mit Hilfe der Integration iiber die Méachtigkeit des Grundwasserleiters am Punkt (x,y), 138t
sich nun aus dem spezifischen Speicherkoeffizienten der dimensionslose sogenannte lokale
Speicher(fahigkeits)koeffizient S(x,y) fir gespannte GW-Leiter berechnen ([5],S.147):

n M(x,y)
(1.18) Six,y) = r“i_[nco Z §S(X.Y.Z,)'AZ; = Igs(x,y,z)dz
Azi-»O l:1 z=0

Die GrtBe des lokalen Speicherkoeffizienten in gespannten GW-Leitern ist also neben der
Kompressibilitdt des Wassers und der des Korngeriistes auch von der Maichtigkeit des
Leiters an dieser Stelle abhingig. Da die Kompressibilitit des Wassers und die des Korn-
gerustes sehr klein ist, bewegt sich der lokale Speicherkoeffizient groBenordnungsmaBig im
Bereich S= 5,1-1075 bis 5,1-1073 ([5], S. 148).

Der spezifische Speicherkoeffizient S_ in einem ungespannten Grundwasserleiter ist definiert
als Wassermenge, die der Grundwasserleiter pro Flacheneinheit und pro Standrohrspiegel-
absenkung aufnehmen oder abgeben kann ([4],S.59). Man beachte dabei, daB Sy(x,y,z)
dimensionslos ist. Um ebenfalls eine von der z-Richtung unabhéngige Darstellung eines
Speicherkoeffizienten S in ungespannten Grundwasserleitern zu erhalten, kann fur S(x,y)
der Mittelwert von Sy (x,y,z) Uber den Bereich gewshlt werden, der durch die Hohenabsenkung
der Standrohrspiegel entwissert wird.

In der Praxis ist der Speicherkoeffizient in ungespannten oder freien Grundwasserleitern
meist nur von dem speichernutzbaren Hohlraumvolumen abhingig. Die Speicherkoeffizienten
erreichen in freien Grundwasserleitern GroBenordnungen von S= 1,1-107' bis 4,1-107"
(I51, S.148).

Bemerkung:

In dem dieser Arbeit beiliegenden Programm GWF.PRG ist zunichst nur die Modellierung
von gespannten Grundwasserleitern vorgesehen. Es ist jedoch geplant, die von Kinzelbach
vorgestellten Algorithmen zur Bearbeitung von gespannten und ungespannten GW-Leitern
([21,S.76ff) in eine spitere Version des Programms aufzunehmen.
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1.2 Herleitung der Strémungsgleichung

Nachdem nun die fiir diese Arbeit wichtigsten Begriffe aus dem Bereich der Hydrogeologie
erkldrt und definiert sind, kann jetzt die Herleitung der Gleichung erfolgen, die die Model-
lierung der Stromung von Grundwasser im Untergrund erlaubt. Diese Gleichung wird im
weiteren kurz Stromungsgleichung genannt. Ausfihrlich findet sich die Herleitung dieser
Gleichung unter anderen bei [1], [2], [3], [6], [8], [9].

1.2.1 Darcy-Geschwindigkeit in verschiedenartigen Grundwasserleitern

Fir den Spezialfall eines homogenen und isotropen Grundwasserleiters gelten wie bereits in

Kapitel 1.1.5 ausgefiihrt, die folgenden Gleichungen zur Beschreibung der richtungsabhingigen

Geschwindigkeitskomponenten ([1], S. 156)
dh

(1.92a) sz—kf'_a_)—(—: Vy="kf-

oh

dh .
dz '

oy ;v = ke

z
Bei homogenen und anisotropen Grundwasserleitern sind die Durchlissigkeitsbeiwerte von der
FlieBrichtung, nicht jedoch vom Ort abhingig. Es ergeben sich die folgenden Gleichungen®

oh = - .29h = - . 9h
ox ’ Yy kfy oy ’ V2 kfz dz

(1.9b) Ve = kg ;

x

Ist der Grundwasserleiter isotrop und inhomogen, d.h. k (x,y,2) = k. (xy,z) = kfy(x,y,z) =
k¢,(x,y,2), so ergeben sich die Gleichungen:

= - oh _ oh - . 9h .
(1.9¢) Vo kf(X;ysZ)'Fx—"; Yy = mkeloyzds =g v, = s kelxy,z) - o

y y

Ist der Grundwasserleiter inhomogen und anisotrop, d.h sind die Durchlissigkeitsbeiwerte
orts - und richtungsabhéngig, so folgt ([11,S.155):
oh

oh . - _ . .
ox Yy kfy(x,y,z) oy v,

oh

(1.9d) VX == kfx(x,y,Z) - = - ku(X,y,Z) . —é—;_ :

1.2.2 Massenbilanz

Um eine Gleichung zu erhalten, die die Berechnung von Standrohrspiegeththen h=h(x,y,z),
d.h. der Potentiale im Grundwasserleiter erlaubt, betrachtet man zunichst fir ein soge-
nanntes Elementarvolumen Ax-Ay-Az (siehe auch Abb. 1.4) die Summe aller zu- und
abflieBenden Massen iber einen Zeitraum At.

Bei der weiteren Bearbeitung der Massenbilanz wird zundchst nur von einer Stromung in
x-Richtung ausgegangen. Die angestellten Betrachtungen konnen dann spiter analog fir die
beiden anderen Richtungen durchgefiihrt werden.

Fur die zuflieBende Masse mc, im Beobachtungsintervall At ergibt sich aus der Abb. (1.4)

(1.19) me, = elxy,2) v (xy,z) AyAz At [kgl

X

mit @  Dichte des Wassers [kg/m?3]

v, Eintrittsgeschwindigkeit des Wassers in das Volumen in x-Richtung [m/s]

14
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Ay Breite des Elementarvolumens [m]
Az Hohe des Elementarvolumens [m]

Fir die abflieBende Masse m ,, aus der der Eintragsseite gegeniberliegenden Seite, ergibt
sich analog

(1.20) Ma, = @(x+Axy,z) - v (x+Ax,y,z) - AyAz- At [kgl

Der Massenaustausch Am_ durch Strémung in x-Richtung wihrend des Beobachtungsin-
tervalls At am Volumen AxAyAz folgt aus der Subtraktion der Gleichungen (1.20) und
(1.19). Es gilt
(Qv")lxﬂlx,y,z i (QVX)Ix.y.Z

AX

(1.21 Am_ = -(m, -mg )= - -AxAyAz - At [kg]
Bemerkung:

Das in die Gleichung (1.21) zusitzlich eingefuhrte negative Vorzeichen gewihrleistet, daB
der Wert der Massenbilanz negativ wird, wenn die abflieBende Masse die zuflieBende
ubersteigt.

Der in (1.21) beschriebene Massenaustausch wird (unter der Voraussetzung, daB dem Ele-
mentarvolumen kein Wasser durch innere oder duBere Quellen zu- bzw. abgeflihrt wird)
wéhrend des Beobachtungsintervalls At kompensiert, wenn eine zeitliche Anderung der
Dichte oder Porositdt die gleiche Masse austauscht. Fiir diese Masse ergibt sich

(1.22) Am = [(ng)lx’y'z'um- (ng)lx'y,z’t]- AxAyAz  [kgl

mit n Porositdt des Bodens im Elementarvolumen
e Dichte des Wassers [kg/m3]
Ax Lange des Elementarvolumens [m]
Ay Breite des Elementarvolumens [m]
Az Hohe des Elementarvolumens [m]

Bemerkung:
Eine Abgabe von Wasser nach auBen findet nur statt, wenn

(np) < (n@)|_ gilt.

X,y,z,t+At y.z,t

Soll nun die Bilanz zwischen dem Massenaustausch durch Strémung und dem Massen-
austausch durch Anderung der Porositit bzw. der Dichte ausgeglichen sein, so muB gelten

(va )'x+A><,y,z ) (va )lx.y.z

(1.23) - N -AxAyAz - At [kg]

= [(n Q)lx.y.z,t-fAt— (ng),x,y,z.t ] " AxDyhz [kg]

bzw. da Ax, Ay, Az und At # 0

15
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(1.24) _ (QVX)!X.,AX’),'Z - (va)lx'y’z ) (np) oy Z AL (ng)’x'y'z.t [ kg :I

Ax At m?3-s

L&Bt man das Elementarvolumen auf einen Punkt im Raum zusammenschrumpfen, d.h.
Ax+0, Ay-»0, Az»0, und betrachtet man den Massenaustausch in einem gegen Null
gehenden Beobachtungsintervall At, so gilt im Grenziibergang

olev,) d(ng) kg
(es) - 2o - 90 [ms-s]

Werden jetzt, wie oben bereits angedeutet, die Betrachtungen (1.19) - (1.25) auch fir die
beiden anderen Richtungen durchgefiihrt, so ergibt sich ‘

(1.26) —( ofev,) | olev,)) a(sz))z 3(ng) [ ks ]
9% oy 0z ot m3.s
bzw.
. >\ _ dlnp) k
N A O

> o ) o(ev,) o(gv,)
mit div (QV):( C)QXVX + c)gyy + c)QZz )

Das in der Praxis kaum zu vermessende Geschwindigkeitsfeld Vv kann durch die Darcy-
Geschwindigkeiten aus (1.9) ersetzt werden. Dadurch wird die leichter zu messende GroBe
h(x,y,z) (Standrohrspiegelhthe) in die entstandene Stromungsgleichung (1.27) eingeflhrt.
Es ergibt sich mit (1.9b)

d(np) [ kg ]

(1.28) div (o k- grad h(xy.2)) = ot m3-s

Bemerkung:
In der Gleichung (1.28) sind die Homogenitdts— und Isotropieeigenschaften des Grundwasser-

leiters durch entsprechende Wah! der k¢— Werte zu beriicksichtigen (siehe Kapitel 1.2.1).

1.2.3 Zu- und Abflusse
1.2.3.1 AuBere Zu- und Abfliisse
In die Gleichung (1.27) muB zur korrekten Modellierung des Grundwasserflusses noch die

Grundwasserneubildung (ZufluB) durch Niederschldgge und sonstige Eintrige (z.B. Quellen)
sowie die Grundwasserentnahme durch Brunnen einflieBen. Die zu- oder abgefiihrte Menge
Wasser Q pro Zeiteinheit wird in [kg/m?3/s] gemessen. Sie entspricht damit der Masse,
die pro Bodenvolumen und Zeiteinheit zu- oder abgeflihrt wird.

Fir die Strémungsgleichung ergibt sich mit der Grundwasserneubildung Q

. d(np) kg
(1.29) div (Q»kf - grad h(x,y,z))+Q(x,y) = ot [m:’-s]
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Bemerkung:

Eine Entnahme von Grundwasser durch einen Entnahmebrunnen wird in Gleichung (1.29)
durch eine negative Grundwasserneubildung, d.h. durch negative Werte von Q modelliert.
Damit kann die in der Hydrogeologie Ubliche Angabe von Entnahmemengen als negative

Werte gewihrleistet werden.

1.2.3.2 Innere Zu- und Abfliisse

Innerhalb eines gespannten Grundwasserleiters filhren Umspeichervorginge, wie in Kapitel
1.1.7 beschrieben, zu inneren Zu- und Abflissen. Wird die durch Absenkung der Standrohr-
spiegelhdhe um Ah aus dem Elementarvolumen AxAyAz ausflieBende Menge Wasser AV,
mit der Dichte g des Wassers multipliziert, so ergibt sich die Masse Am_ der durch Um-
speicherung bewegten Wassermenge:

(Gl.(1.16))
e- S, -AxAyAz - Ah [m?]

1 <

(130)  Am_ = g-AV,,

s

bzw. nach Division durch Ax, Ay, Az und At

Am Ah kg
s = . S =00
030 Aaynsz-Ar C 27%s A [ m3-s ]

L&Bt man das Elementarvolumen auf einen Punkt im Raum schrumpfen und betrachtet man
das System in einem gegem Null strebenden Beobachtungsintervall, so kann die Gleichung
(1.29) durch die Umspeicherung befindliche Masse erginzt werden. Man erhilt so die voll-
stdndige Stromungsgleichung

. d(ng) k
(1.32) div (g-kf - grad h(x,y,z)) +Qxy) - oS (xy,2) % = —c [._._9.:)

m3.s
Bemerkung:
Fur das in der Zeit At zugefiihrte Volumen AV, in Gleichung (1.32) ergibt sich
h(t_ ) -h(t,)
i = |} —2 1 .ﬂ
(1.33) tlcht1AVw t!rrt?s t, -t S ot

Wenn h(t,) - h(t ) <O ist, ist entsprechend der Gleichung (1.33) auch das aus dem Boden-
volumen Vg ausflieBende Volumen AV, kleiner Null. D.h. dem Bodenvolumen wird Wasser
zu- statt abgefiihrt. Um die Massenbilanz korrekt durchzufiihren, muB daher beim Einfligen
von (1.31) in (1.32) ein negatives Vorzeichen eingefiihrt werden.

1.2.4 Einige fur die Hydrogeologie wichtige Sonderfille der Strdmungsgleichung

Die in der Gleichung (1.32) dargestelite allgemeine Form der Strémungsgleichung kann aus-
geschrieben und nach Umstellung zweier Terme wie folgt dargestelit werden:

(1.34) I <g K g (X,y,2) c)x>+ 3y <g kfy(x,y,z) c)y)+c)z <Q K¢y (%y,2) c)z)

_ d(np) dh _kg_
= = - Qlxy) + @ - S (xy,2) 5t m3-s
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Diese Gleichung gilt es nun im weiteren, unter der Annahme von zum Teil recht weitreich-
enden Einschrankungen zu vereinfachen.

Zundchst sei angenommen, daB die Porositdt n des Grundwasserleiters und die Dichte )
des Wassers im Beobachtungsintervall konstant bleiben. Der Term a(ng)/c)t wird dann zu
Null und kann entfallen. Weiter kann die Gleichung (1.34) durch die Dichte e dividiert
werden. Es folgt

d oh), 9 oh . o oh | _
(1.35) Ix <kfx(x,y,z) c)x)+ 3y <kfy(x,y,z) c)y)+ 33 <kfz(x,y,z) 62)
Q(x,y) dh 1
-=gE s ) g 1]

In dieser Arbeit sollen im weiteren nur gesittigte Porengrundwasserleiter bearbeitet werden.
Deshalb kann die Betrachtung des Modellgebietes auf die x,y ~Ebene reduziert werden, da
die Strémungsgeschwindigkeit in z-Richtung in diesen Grundwasserleitern vernachlassigbar
klein ist. Die ortsabhéngige Michtigkeit M(x,y) des Grundwasserleiters soll jedoch weiter
berlicksichtigt werden. Aus diesem Grund werden die k¢~ Werte durch Transmissivititen
und der spezifische Speicherkoeffizient durch den lokalen Speicherkoeffizienten ersetzt.
AuBerdem muB der Term Q/g mit der Michtigkeit M(x,y) multipliziert werden.

9 2h), o oh) o _ dh [m
(1.36) = <Tx(x,y) ax)‘“ 5 <Ty(x,y) ay> quy) + Slxy) - T [2]

_kg m3
. Q m3-s S m
mit qg=—%-M m| o= QI: :q[-—-:l
) kg m?2 S
m3

Bemerkung:

Das Volumen q ist die Menge Wasser, die durch HuBere und innere Zu- oder Abflisse
pro Quadratmeter Fliache des Modellierungsgebietes in der (x,y)-Ebene und pro Zeiteinheit
in die Bilanzrechnung eingeht.

Weitere Vereinfachungen dieser Gleichung lassen sich vornehmen, wenn der betrachtete
Grundwasserleiter homogen bzw. isotrop ist. In homogenen Grundwasserleitern gilt
T xy) =T, Ty (x,y)=Ty und S(x,y) = S und damit

m3
o (r .oh), & (r .on)__ T
(1.37) w <Tx ax)’“ay <Ty ay> qlxy) + S-S [m"‘]

Ist der Grundwasserleiter dariberhinaus auch isotrop, so gilt Tx =Ty =T. Es folgt aus (1.36)

m3
9°h , 8%h h | -
(1.38a) T- <—a—;—2— +‘5)7-é-> = - qlx,y) + S-%T [—ms—z—']

bzw.
0%h , 9%h)_ _gqxy) .S oh 1
(138b) <.C)X2 + C)_Y2> - T + T t [m]
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Wird jetzt angenommen, daB dem Gebiet von auBen kein Wasser zu- oder abgefiihrt wird,
so ergibt sich

0%h , 9%h)_ S oh 11
(1.39) <6x2+c)y2>_ T 5t Lml

In stationdren Situationen ist auf dem gesamten Modellierungsgebiet der Differentialquotient
oh/0t=0. Aus der Gleichung (1.38) folgt dann fiir einen inhomogenen und isotropen
Grundwasserleiter:

o%h . 0%h) _ gy 1
(1.40) <ax2 *ay2>‘ e [m]

Ist der Zu- bzw. AbfluB pro Zeitheit und pro Fliche gleich Null, so ergibt sich schlieBlich
die sogenannte Laplace -Gleichung

(1.41) <‘)2h + aj;) =0 [+]

ox2 9

An dieser Stelle sind nun alle fur diese Arbeit wichtigen Gleichungen aus der Hydrogeologie
eingefihrt. Es kann daher im zweiten Kapitel mit der Darstellung der digital-numerischen
Verfahren begonnen werden, die diese Gleichungen Isen konnen.
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Differenzenapproximation

2. Differenzenverfahren zur numerischen Behandlung von Grundwasserstrémen in
gesattigten Grundwasserleitern

Eine analytische Losung der im Kapitel 1 hergeleiteten partiellen Differentialgleichung (1.32)
gelingt nur unter sehr einfachen, d.h. idealisierten hydrogeologischen Situationen, die z.B. bei
homogenen und isotropen Grundwasserleitern mit einfachen Randverliufen und - bedingungen
gegeben sind. Bei der Simulation von Grundwasserstrémen in beliebigen, d.h. auch inhomogenen
und anisotropen Grundwasserleitern bekommt die Anwendung von numerischen Verfahren zur
Lésung partieller Differentialgleichungen auf Computeranlagen eine immer groBere Bedeutung.

Um eine einfache numerische Behandlung der Strémungsgleichung zu ermdglichen, werden fir

die weiteren Ausfilhrungen folgende Einschrankungen gemacht:

1) Der Grundwasserleiter besteht aus porésem Lockergestein (s. Kapitel 1.1.1)

2) Die Ausdehnung des Grundwasserleiters in horizontaler Richtung ist erheblich groBer als
seine Machtigkeit.

AuBerdem soll der Einfachheit halber hier nur die Strémung in der gesattigten Zone eines
Grundwasserleiters betrachtet werden. Da die vertikale Geschwindigkeit des Grundwassers in
gesdttigten Zonen gegeniiber der horizontalen vernachldssigbar klein ist, geniigt die Behandlung
einer partiellen Differentialgleichung (PDG) auf einem 2-dimensionalen Gebiet (z.B. GI. (1.36)).

Die hier im folgenden behandelten numerischen Verfahren zur Losung der Stromungsgleichung
bezeichnet man als "finite Differenzenapproximations-Verfahren". Bei diesen Verfahren wer-
den die einzelnen Ableitungen der Gleichung durch Differenzenquotienten ersetzt.

Am Anfang dieses Kapitels steht eine kurze Einfiihrung in die Bildung finiter Differenzen-
approximationen fiir die erste und zweite Ableitung einer Funktion f durch Anwendung der
Reihenentwicklung nach Taylor . AnschlieBend wird auf die Diskretisierung einer partiellen Diffe-
rentialgleichung auf einem Gebiet G eingegangen. Mit Hilfe dieser Vorbetrachtungen und der
Einfuhrung unterschiedlicher und in der Hydrogeologie ublicher Randbedingungen k&nnen dann
Diskretisierungen der Stromungsgleichung flir stationdre sowie fir instationire Situationen
behandelt werden.

2.1 Blldung finiter Differenzenapproximationen einer Funktion f
Um die n-te Ableitung einer (n+1)-mal differenzierbaren Funktion f an einer Entwicklungs-
stelle x zu erhalten, 148t sich die Reihenentwicklung nach Taylor anwenden.
Ausgangspunkt fiir die Bildung der bendtigten Ableitung ist der Satz von Taylor . Dieser lautet
([11,s.321):
Die Funktion f sei im Intervall (xo= o, x +a) mit >0 (n+1)-mal differenzierbar. Dann gilt
fur x e (x = o, x +a):

B df d2f | (x-x)2 d3f | (x-x.)°
(2.1 f(x)—i’(xo)+d—>< '(X-X°)+dx2 . Y +dx3 x- 3] +

xO xO (o]

Wird diese Reihe nach df(x )/dx aufgeldst, so ergibt sich fiir x= Xt Ax mit OcAx<a die
Vorwirts-Differenzenapproximation der ersten Ableitung der Funktion f an der Stelle X'
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df
dx

_ o+ Ax)-f(x,) + O(Ax)

(2.2)
Xq A x

bzw. fir x=x_~- Ax mit 0 <Ax <a die Riickwérts-Differenzenapproximation der ersten
Ableitung
flxy) - flx,-Ax)

) = A x + O(Ax)
o]

df
dx

(2.3)

Die Fehlerterme O (Ax) auf der jeweils rechten Seite der Gleichung bezeichnen die Ausdriik-
ke mit ersten und hoheren Potenzen von Ax, die entstehen, wenn die Taylor-Reihe nach
endlich vielen Termen abgebrochen wird. Werden diese Terme vernachldssigt, so entsteht ein

Fehler, der maximal in der GréBenordnung von Ax liegt. Die Fehlerordnung eines Verfahrens
ist durch den minimalen Exponenten n an Ax bestimmt, der in O((Ax)") auftritt.

Werden die Taylor-Reihen einer Funktion f fiir die Nebenstellen x = X * %5- und x= x - %

mit O<——5 <o voneinander subtrahiert, so ergibt sich durch Auﬂosung nach df{x )/dx die
Zentrale-Differenzenapproximation der ersten Ableitung von f mit der Fehlerordnung O((Ax)2 ).

Ax
e S| L FOr S - flxgm B

2
I ” Ax + O((Ax)*e)

Die Ordnung dieser Differenzenapproximation ist gegentiber der Vorwirts- bzw. der Riickwirts-
Differenzenapproximation um eine Ordnung gréBer. Damit ist der bei der zentralen Differenzen-
approximation gemachte Fehler bei Vernachldssigung des Fehlergliedes im Vergleich zu den
anderen Approximationen kleiner.

Aus der Addition der beiden Taylor - Reihen fiir f(x,+Ax) und f(x -Ax), Ax >0 ergibt sich
die Moglichkeit, dz‘f/dlexO zu isolieren. Man erhélt damit eine zentrale Differenzenapproxi-
mation der zweiten Ableitung von f, die ebenfalls die Fehlerordnung O((Ax)?2) hat.

2 - -
(2.5) deéf _ f(xo+Ax) 21’(x0)+f(xo Ax) s OUAX)2)
dX2 xo (A)()2

2.2 Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung auf einem Geblet G im R?2

Ein Differenzen-Verfahren zur L&sung partieller Differentialgleichungen kann immer nur Ni-
herungen fiir Funktionswerte der gesuchten Funktion an endlichen vielen diskreten Punkten
innerhalb des betrachteten Gebietes G liefern (Abb.(2.1)). Um die Stromung des Wassers in
einem Grundwasserleiter berechnen zu kénnen, miissen daher endlich viele Stiitzstellen in das
Gebiet, in dem sich der Leiter befindet, gelegt werden. Fir die Entwicklung von Ldsungsver-
fahren ist dabei das Uberdecken des Gebietes G mit einem dquidistanten Netz oder Gitter die
einfachste Moglichkeit (Abb. (2.2)) ([21, S. 18f).
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(Abb 2.1) x (Abb 2.2) X
R T i
G 4 ~ Ay
A N
/
/
—
A yV H 4
Ax
G betrachtetes Gebiet
r Rand von G
A Normalenvektor auf dem Rand
Ax, Ay  Abstand der Gitterlinien in x- bzw. y-Richtung

Die Absténde der Gitterlinien, die Maschenweiten Ax und Ay, missen nicht gleich bzw. kon-
stant Uber dem Gebiet G sein. Der Aufwand einer Implementation von Rechenverfahren steigt
dann jedoch an. Die Knoten des Gitters werden im weiteren wie in der Abbildung 2.3 darge-
stellt beschrieben. Die Notation iAy, jAx ermdglicht die in der Mathematik Ubliche Schreib-
weise ay; (i : Zeilenindex; j: Spaltenindex) fiir
(Abb 2.3) (-DAx jAx (j+1)Ax die Elemente einer Matrix. Die hydrogeologi-
t $ = | sche Literatur (z.B. [2],S.21) weicht in diesem
Punkt meistens ab. Dort verwendet man fiir
i-1,j { die sogenannte “lokale Indizierung” iAx, jAy
PN PO Ay = a;, mit i : Spaltenindex, j: Zeilenindex.
iny + 7 q"J i+ ’ Die Art der Notation ist fur die praktische Pro-
grammierung ohne Belang, da die Gitterpunkte
(i+Day zur Berechnung nach einem anderen Schema
i ¥ durchnumeriert werden. Die Umsetzung der
lokalen in die durchzdhlende Notation (“globale
Indizierung”) wird innerhalb der Algorithmen
nx, ny Anzahl der Stitzstellen in der  mittels einer einfachen  Funktion (z.B.

(-Day T

i+1,]

|
T

3] AX fap—

jeweilige Richtung k = (i-1)nx +]; k= Gitterpunktzihler, i = Zeile,
j =12,...,nx j = Spalte, nx = Anzahl der Stiitzstellen in
i =12,....ny x - Richtung) durchgefiihrt.

Zur numerischen Losung der Poisson-Gleichung (einer elliptischen partiellen Differential-
gleichung, die z.B. als Sonderfall der Gleichung (1.36) fir die Stromung von Grundwasser in
isotropen geséittigten Grundwasserleitern im stationdren Zustand entsteht (1.39))

d2hly,x) 32h(y,x)
+
dx? dy?

(2.6) = f(y,x)

mit h exakte Losung der partiellen Differentialgleichung
f eine Funktion in den unabhingigen Variablen x und y
h und f sind auf ganz G und auf dem Rand I von G definiert
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werden zundchst die Ableitungen 92h/9x2 und d2h /dy? durch Differenzenapproximationen
ersetzt (siehe Gl. (2.1)) (31, S. 421).
0%2h _ Ujje1 T @MUy Uy

(2.7) 2 S a2 + 0((Aax)?)
X

9%2h _ Uimgy 72Uy Uy

= O((Ay)?
ay2 (By)2 £ OUAY)T)

(2.8)

mit u  exakte LOsung der Differenzengleichungen, die zur Approximation der partiellen Dif-
ferentialgleichung gebildet wurden.

Werden die Restglieder O ((Ax)?2) und 5((Ay)2) vernachldssigt und Ax = Ay = d gesetzt,
so ergibt sich die Differenzenapproximation der Poisson - Gleichung bei lokaler Indizierung fiir
einen Gitterpunkt, der nicht auf dem Rand liegt, zu ([3],S. 421):

_ 2
(2.9) 4Wi’] T Wity T Wiery T Wig1 ™ Wijer = d fi,)

mit w Lésung der Differenzengleichungen im Punkt (iAy, jAx) des Gitters unter Vernachlis-
sigung der Fehlerterme mit endlicher Genauigkeit (endlich viele Nachkommastellen).
f Werte von f in den Punkten (iAy,jAx) des Gitters.

Wird diese Gleichung fiir alle i= 1,2,...,ny und j = 1,2,...,nx aufgestellt, so ergibt sich ein line-
ares Gleichungssystem (LGS) mit (nx-ny) Unbekannten und genauso vielen Gleichungen. Die
einzelnen Gleichungen enthalten dabei bis zu fiinf Unbekannte.

Die experimentelle Situation, unter der die Differentialgleichung gelbst werden soll, wird durch

die Angabe von Randbedingungen beschrieben.

Unterschieden werden diese Randbedingungen dabei wie folgt ([31,S. 419)

1) ein Rand, auf dem die Werte von h Uber den Betrachtungszeitraum bekannt sind (Dirich-
let'sche Randbedingung),

2) ein Rand, auf dem nur die Normalenableitung dh/d% bekannt ist (Neumann'sche Randbedin-
gung).

sowie

3)eine Kombination der beiden vorgenannten Randbedingungen (Cauchy - Bedingung).

Wird der Rand T in disjunkte Randstiicke I',, T',. T', so aufgeteilt, daB die Vereinigung dieser
Randstiicke den Rand T liefert, so kann auf jedem Randstiick ein anderer Randbedingungstyp
vorliegen ([31, S. 419).

Fir die Poisson - Gleichung (2.6) sei der Einfachheit halber zunichst ein Rand T' mit bekann-
ten Werten gegeben, d.h. die Funktionswerte von h sind in jedem Punkt des Randes bekannt.
Mit der Gleichung (2.9) und dieser Randbedingung ergibt sich bei Verwendung der globalen
Indizierung flr ein Gebiet, das wie in (Abb. 2.4) dargestellt diskretisiert wird, das lineare
Gleichungssystem (2.10). Dabei ist zu beachten, daB die Werte h in den Randpunkten (o) be-
kannt sind, d.h., das LGS muB nicht fir alle 25 Gitterpunkte aufgestellt werden, sondern nur
fur die 9 Gitterpunkte, deren h-Werte unbekannt sind.

24



Differenzenapproximation

(Abb. 2.4) 1T 2 3 4 5 j

o
]

« = bekannte h-Werte, globale Indizierung

k = unbekannte h-Werte, globale Indizierung

i =12,..,5, lokale Indizierung
j =1,2,...,5, lokale Indizierung

Oopr W =

(2.10)
[ 4-10-10 0100 0] [w, T [-d2f, +wp +wg |
-1 4 -10-100 0 0 |wg —dZfg +w,
_0-1.410 0 -110_0 0 Jwg —dZfg tw, +twy
10 0,4-10,-10 0| |w, —d2f, +w,
O -1 01-1 4110 -1 0 |wy, | =]-d?f,
_Q _O_'J:_O_:1_4;:_O_Q:1_ Wia —d2 W
0 0 01-1 0 014-10([wy, —dZf, tweg t Wy,
0 0 040 -1 01-1 4 -1/ |wg —d2fg *woy,
[ 00 070 0 ~110 -1 4 fwy | |-d2fg +wy+wy, |

Dieses lineare Gleichungssystem hat eine blocktridiagonale Gestalt und I4Bt sich mit verschie-
denen Verfahren I8sen. AuBerdem fillt auf, daB die w- bzw. h- Werte der Gitterpunkte 1,5, 21
und 25 im LGS nicht auftauchen. Diese Punkte werden zur L8sung des Problems nicht benotigt.
Eine Notation, die diese Punkte nicht auffiihrt, hatte einen komplizierten und rechenzeitintensiven
Algorithmus zur Umrechnung der lokalen in die globale Notation zur Folge.

Im Anhang 1 befindet sich dazu ein Beispiel fir ein 9x 9 - Gitter mit 7x7 unbekannten Werten
im Inneren, dessen zugehtriges LGS mit einem speziell fur Bandmatrizen angepaBten GauB -
Jordan - Algorithmus geldst wurde.

2.3 Dirichlet'sche und Neumann'sche Randbedingungen In der Hydrogeologle

Von den in der Natur vorkommenden Randbedingungen, unter denen die zugehérige Stro-

mungsgleichung geltst werden soll, werden hier die beiden folgenden Bedingungen im weiteren

betrachtet:

1. Die Potentiale h auf dem Rand sind bekannt. Dieser Fall ist ein sogenanntes "Dirichlet -
Problem™ (siehe Kapitel 2.2). Ein Beispiel fiir einen solchen Rand stellt das Ufer eines Sees
dar, dessen Wasserstand lber den Betrachtungszeitraum bekannt ist.

2. Der FluB durch den Rand ist bekannt (c)h/c)’r’llr=g). In diesem Fall liegt ein "Neumann -
Problem” vor.
Ein Spezialfall einer Neumann'schen Randbedingung liegt vor, wenn der FluB durch den Rand
gleich Null ist. Das entspricht hier einem undurchlissigen Rand, wie er z.B. an Felswanden
oder dhnlichen Gesteinsschichten gegeben ist. Ein weiteres Beispiel fir einen undurchlas-
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sigen Rand stellt eine Wasserscheide dar.

In der Praxis wird der Rand im allgemeinen stiickweise durch die 1. oder die 2. Randbedingung
beschrieben ([3], S. 419). So kann man sich ein Gebiet vorstellen, das auf einer Seite an einen
See grenzt (Dirichlet), an zwei Seiten an undurchlissigem Gestein grenzt (Neumann,

(ah/aﬁlr =O)) und durch die vierte einen bekannten Eintrag an Wasser erhilt (Neumann,

(onsaft| > 0)) (a1, s.139).

Wie die numerische Behandlung der Gleichung (2.6) gezeigt hat, treten bei der Diskretisierung
eines Dirichlet-Problems in einem rechteckigen Gebiet bis auf die numerische Lésung von mit-
unter sehr groBen linearen Gleichungssystemen keine Probleme auf. Die Werte auf dem Rand
bzw. die Werte der dem Rand am nichsten liegenden Gitterpunkte sind nach Voraussetzung
bekannt und kénnen daher im LGS in die Inhomogenitit tibernommen werden.

Bei Réndern, die nicht auf Gitterlinien liegen, werden in der Literatur Korrekturverfahren fiir
die Werte von w angegeben (z.B. [31,S. 426ff). Es kann aber auch eine "Rechteck'- Approxi-
mation des Randverlaufes vorgenommen werden. Es wird dabei praktisch ein Ersatz -Problem
aus dem gestellten Problem entwickelt (siehe (Abb. 2.5)) ([23, S. 20).

(Abb. 2.5)
X
] | Ay ° bekannte Werte
] (/’ Verlauf des tats&chlichen
— Randes
- | __J— Verlauf des angenaherten
) > Randes
y ¥ i
Ax

Die Approximation des Randes kann durch die Wahl kleinerer Maschenweiten Ax und Ay
verbessert werden ([2],S.19). Die Anzahl der Unbekannten und der Gleichungen des linearen
Gleichungssystems wichst dabei direkt proportional, die seiner Matrixelemente infolgedessen
quadratisch zur Anzahl der Gitterpunkte. Dies kann zu Speicherplatzproblemen bzw. zu sehr
langen Rechenzeiten fiihren. Zusatzlich kénnen bei sehr kleinen Ax und Ay Rundungsfehlerein-
flisse bei der Berechnung die Giite der Lésung beeintrachtigen.

Bedingt durch die nun nicht mehr rechteckige Form des Randes wird das Gleichungssystem
keine blocktridiagonale Gestalt erhalten. Daher ist eine automatisierte Besetzung der Koeffi-
zientenmatrix, wie im ersten Beispiel implementiert, nicht mehr ohne weiteres mdglich.

2.4.1 Diskretislerung der Strémungsgleichung fur stationsre Situationen unter Dirichlet-Rand-
bedingungen

Die Strémung in einem Grundwasserleiter ist stationir, wenn das Potential bzw. der Wasser-

stand h im Standrohr (s. Abb. 1.3.) sich Uber den betrachteten Zeitraum nicht verindert, d.h.

dh/dt = 0. Dieser Zustand besteht, wenn die in einem Gebiet G zugefiuhrte Menge Wasser
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(z.B. durch Grundwasserneubildung) gleich der aus dem Gebiet abgefiihrten Wassermenge
(z.B. durch Entnahmebrunnen) ist.

Die Stromungsgleichung vereinfacht sich fur einen isotropen Grundwasserleiter unter statio-
ndren Bedingungen auf die Poisson-Gleichung:

(1.40) azh(g,x) , 22hyx) _  qlyx)

dx dy?2 Tly,x)

Bemerkung:
Die vertauschten Koordinaten erlauben die Speicherung der Parameter in Matrizen, die der
mathematischen Schreibweise entprechen (siehe Kapitel 2.2., (Abb. 2.3)).

Ist das Potential h fiir alle Punkte (iAy,jAx) € T bekannt, so ist diese elliptische Differen-
tialgleichung, wie in Kapitel 2.2 bereits gezeigt, auf einfache Weise I5sbar. Fiir (iAy,jAx)
wird im weiteren kurz (i,j) geschrieben.

2.4.2 Diskretisierung der Strdmungsgleichung fur stationdre Situationen unter Neumann-
Randbedingungen

In der Praxis ist der Fall eines Randes, dessen Potentiale vollstdndig bekannt sind, ein Spezial-

fall. Er ist zum Beispiel bei der Betrachtung eines Grundwasserleiters einer in einem See lie-

genden Insel gegeben. Hiufiger wird der Grundwasserleiter durch eine Felswand oder durch

eine Wasserscheide begrenzt. An diesen Stellen kann als Randbedingung der Flussigkeitsaus-

tausch dienen, der von dh/ a?»]r (A = Normale auf dem Rand T abhangig ist.

2.4.2.1 Modellierung eines undurchlissigen Randes
Ist der FluB durch den Rand gleich Null, d.h.

(2.11) LI
on ir

so spricht man von einem undurchldssigen Rand (vgl. Kapitel 2.3). Um die Poisson-Gleichung
unter einer solchen Randbedingung an

(Abb. 2.6) ) i-1,] einem Randpunkt (i,j), der auf einer Gitter-
M linie wie in (Abb. 2.6) dargestelit liegt,
' BT L I6sen zu konnen, wird zundchst fir den
' N ’.’// G fehlenden Gitterpunkt ein Hilfspunkt (i-1,j)
i+1,] eingefiihrt ([31, S.422f).
Y2
undurchlassiger
Rand

Nach der Gleichung (2.4) ergibt sich die zentrale Differenzenapproximation mit der Ordnung
O ((Ay)?) fur die Randbedingung im Punkt (i,j) zu:
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dh Uipry) “ Yjoqy
(2.12) 0=— = + O((Ay)?)
y Hi,j) 2Ay y

Unter Vernachldssigung des Fehlerterms 6((Ay)2) folgt aus (2.12)

Wiet,) " Wie1,)

=0 & w

(2.13) 2Ay 141, = Wi'1.j

Wird dieses Ergebnis in (2.9) eingesetzt, so folgt fir die Differenzenapproxiamation eines
Randpunktes unter Neumann'schen Randbedingungen in lokaler Indizierung:

_ 2 .
(2.14) 4wi,j Wi T 2wi+1d. " Wi =T de- (—-T‘-J)

Fir anders auf Gitterlinien einer Rechteck-Approximation gelagerte Rand- und Eckpunkte
ergibt sich die zugehdrige Differenzenapproximation analog.

Zur Verdeutlichung der Bearbeitung von Neumann'schen Randbedingungen betrachte man das
folgende Beispiel. In diesem wird eine Poisson-Gleichung unter Neumann'schen und Dirichlet’
schen Randbedingungen gel6st. Die wiederum durchgezihlten Gitterpunkte werden diesmal alle
zur L8sung des Problems benttigt.

Beispiel Problem :
(Abb. 2.7) <‘)2h R a?h - f(y )
j Ix?  dy? '
HE = ..M
A g J=12..5 fyd = =305
1 2 3 4 5 i =1,2,3
i h =50 auf BC und AD
6 7 8 9 10 gegeben.
Dér—d——4—s = (hier als w, w,, w,,
W, W und W be -
o, = bekanntes Potential, globale Indizierung nutzt)
e, = unbekanntes Potential, globale Indizierung dh _ 0 auf AB und CD

on

Das vorgestellte Problem fiihrt mit Ax = Ay = d auf das folgende lineare Gleichungssystem:

@1 [4-10-20 0000w, ] [-d2¢, +w,
14 -110-2010 0 0 []w, -d?f,
0 -1.410.0-210 0 0 |w, mdEf, 4w
=10 0,4-10,-10 0 ||w, -d2f, +wg
0 -1 011 4-110 -1 0 [[wg |=]-d?fg
0 0.-1,0 -1_4,0 0 -1 Wg —dZ g+ wy
- - - 42
0 001!-20 0!/4-10 |]|w, 42 fp * Wy
0 0 0,0-20-14-11||w,g, -d2f,
- - - d2
|00 0,0 0-2/0 -1 4 |[w, | [-d2f,+wg |
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2.4.2.2 Modellierung eines durchlissigen Randes
Ist der Rand durchiissig, so gilt

(2.16)

Ein durchldssiger Rand wird durch die gleiche Differenzenapproximation modelliert wie ein
undurchidssiger Rand. Der bekannte Zu- bzw. AbfluB in das Gebiet durch einen Randpunkt
(i.,j) flieBt durch entsprechnende Wahl des Parameters q; in die Differenzenapproximation
ein ([2],S.25).

Im Anhang 1 werden die in Kapitel 2.4.2.1 und 2.4.2.2 vorgestellten Methoden der Modellie-
rung von Randpunkten, die einer Neumann'schen Randbedingung gentigen, im 2. Beispiel an-
gewendet.

2.5 Diskretisierung der Strémungsgleichung fur anisotrope und inhomogene Grundwasserlei-
ter In stationdren Situationen

In der Regel ist der Grundwasserleiter lber das betrachtete Gebiet G weder homogen noch

isotrop. Nach Kapitel 1.2.4 ergibt sich fur die Modellierung eines inhomogenen und anisotro-

pen Grundwasserleiters in stationdren Situationen die folgende Gleichung:

m3
Q. COhlyx)y . o _ohlyx)y _ s
1) (T, 0. S5 . 5 (T, 420 S5L5) = - g0 |25

mit  h Potential [mJ] des Grundwassers als Funktion der Ortskoordinaten y und x (Die

Ortskoordinaten sind der mathematischen Matrixnotation entsprechend angeordnet
(siehe auch (Abb. 2.3)).

T, Transmissivititen [m2/s] in x- Richtung

T, Transmissivitdit [m 2/s] in y-Richtung
Git T, = Ty, so ist der Grundwasserleiter isotrop. Eine Beriicksichtigung von
Anisotropie ist in dieser Darstellung nur durch unterschiediiche T-Werte parallel
zu den Koordinatenachsen des Gitters mdglich.

t Zeit [s]
q  Zu- und AbfluBmenge pro Zeiteinheit und Fliche [m?3/s/m?2].

Zur LBsung dieser partiellen Differentialgleichung werden die Ableitungen wie bei den Glei-
chungen fir isotrope und homogene Grundwasserleiter mit Hilfe der Reihenentwicklung nach
Taylor approximiert. Fur die Terme

p o h(y,x) d o hly,x)

2 (T o0 2B01Y g 32 (7, a0 2522)

N y
wird die entsprechende Differenzenapproximation durch die zweimalige Anwendung der zen-

tralen Differenzenapproximation fur die erste Ableitung ermittelt. Mit O<Ax <o (siehe auch
Kap. 2.1) gilt fur die x-Richtung
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h
Ty (yg.x,+ 5% 28
d oh T (yg:%o* 5%)
218 (7, ) =
o X X x (yo’xo) A x
oh
Tx(yo’xo“—?_x)’-_ Dx
X Iy xo=B>) 5
- + O((Ax)*©)
Ax
Werden die Ableitungen oh und N Ax. Mit Hilfe der Gleichung (2.4)
Ox Iy, x + &%) Ox Iy, xo=5%)
berechnet, so ergibt sich fiir den Gitterpunkt (i,j)
| , Yije1” Yiy C 1y Yigm1T Uy
T (ij+o)————2 - T (i,j- ) ——7=
19) 2 (r oh| )-x £x . AX 4 o((ax)2)
o X X Jx "j AXx
T T U, - u,
_ coe 1 ihj+1 i,] s 1 i, i,j—1 2
= Tx(l,1+2)———-————(AX)2 +T (i, 2)—-———————(AX)2 + O((Ax) <)

Die Herleitung der zweiten Ableitung in y - Richtung verlduft analog. Damit 148t sich die Glei-
chung (2.17) wie folgt diskretisieren

T =3[ Uiy = iy ] . Tt Yigen = Uiy ] + OU(AxX)2)

(2.20)

(Ax)? (Ax)?
T (;,L-[u_.-u.] T ('+J_-)[u .—u.] ~
y 7)1, hj y lits,j 1+1,j 1 2\ = _
J O A =
(Ay)Z + (Ay)2 +0((Ay)*°) qu

T, und T, werden hier jeweils an Stellen bendtigt, die genau zwischen den Gitterpunkten
liegen. Da die Indizes in den Algorithmen ganzzahlig sein mussen, wird fir diese Transmis-
sivitdten eine neue Notation eingefiihrt (Abb. 2.8)). Dabei werden die Transmissivititen in
x - Richtung mit TJ bezeichnet, da der Zahlindex der Gitterpunkte in dieser Richtung lber j
lduft. Entsprechend werden die Transmissivititen in y —Richtung mit Tl bezeichnet ([2],S. 23).

(Abb. 2.8) j
“H,j j=1,2,...,nx
i=12,..ny
. Ty
R U
Ty| Wy
--T".J
"

Mit dieser Notation 14Bt sich die Gleichung (2.20) wie folgt schreiben
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Tyl -u i) . T Uy )

2.21 2
(2.21) (Ax)2 TN +0((Ax)9)
TI,_”(u,_”*u,J) Thi Gy —uy) o
. . . . . . 3 2y = -
' oz (apz oAy a,

Die Werte TJiJ und TI ) (fur alle i = 1,2,...,ny ; j = 1,2,...,nx) werden in dem von mir imple-

mentierten Programm GWF nicht explizit eingelesen, sondern wie bei Kinzelbach ([21,S.22)
aus den lokalen Transmissivitdten an den einzelnen Gitterpunkten berechnet.

2.6 Berechnung der Transmissivitdten TJ und TI
Um die Transmissivitdten mitten zwischen zwei Punkten (i,j) und (i,j+1) in x - Richtung berech-
nen zu kdnnen, betrachte man zunichst das Ersatzproblem einer Bewegung zwischen diesen

Punkten (Abb. 2.9)).
(Abb. 2.9)

i=12,..ny
= 1,2,...,nx

—
|

Mit dem Gesetz
(2.22) s=v-t [m]

mit s zurlickgelegte Strecke [m]
v Geschwindigkeit [m/s]
t bendtigte Zeit [s]

ergibt sich fur die Durchschnittsgeschwindigkeit v der zusammengesetzten Bewegung

e
(2.23) Ve [R]
1 2
Durch Umstellung der Gleichung (2.22) ergibt fiir t, und t:
bx Lx
(2.24) t, = Vi und t, = 52 [s]

Werden diese Gleichungen in (2.23) eingesetzt, so folgt fiir die Durchschnittsgeschwindigkeit:

= 2- —éz'>i 2V, m
(2.25) v = Dx Ax = V1 T Vz [—g—:]
2 2
V1 ¥ v2

Fur die Geschwindigkeiten v, und v, werden nun die Filtergeschwindigkeiten aus dem Darcy'
schen Gesetz eingesetzt (vgl. Gl. (1.15)):
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Ty 5. Ty oAb m
(2.26a) v, W, 2R T WL Ax (2]
bzw. 2
T Aah T
=Mtz it A Tme
(2.26b) v, Mo A M, N [S]
Bemerkung:

Die Potentialdifferenz Ah wird aus der Differenz der Potentiale an den Punkten (i.j) und (i,j+1)
gebildet. Unter der Voraussetzung, daB sich das Potential vom Punkt (i) zum Punkt (i,j+1)
linear veréndert, ergibt sich fiir die halbe Strecke (Ax/2) die halbe Potentialdifferenz (Ah/2).

Unter der Vorausetzung, daB sich die Machtigkeit vom Punkt (i,)) zum Punkt (i,j+1) ebenfalls
linear veréndert, d.h. M= (M,J+M J+1)/2 folgt nach Einsetzen der Gleichungen (2.26a) und

(2.26b) in (2.25):

ey /e (——)2[ .

(2.27) =
' (Ti,j + T:,J+1)/M

bzw. mit der in (Abb. 2.8) eingefiihrten Notation
TJ,
V=-—d, Ah m
(2.28) v =-—d. o0 [0

mit
X

@29 T = = T T‘;J*:[ ]

Die Transmissivitat TJiJ wird also mit Hilfe der lokalen Transmissivititen T und T|j+1 als
deren sogenanntes harmonisches Mittel berechnet. Fiir die y - Richtung folgt dte Berechnung
der Transmissivitat Tt j analog.

Bei der Eingabe der lokalen Transmissivititen kann durch einen lokalen Anisotropiefaktor das
Verhdltnis TJ/TI, d.h. der Grad der Anisotropie, angegeben werden ([21,S.76). Damit ist es
mdglich, die lokale Transmissivitat in x - Richtung als T (i = Lny; j = 1,2,..,nx) einzu-
lesen und daraus mit Hilfe des Anisotropiefaktors an; d|e Iokale Transmlssw:tat in y-Rich-
tung als an, T',J zu berechnen.

Fir die Berechnung von TJ, (i =12,....ny; j = 1,2,...,nx) ergibt sich mit der obigen Betrach-

tung unverindert die Glelchung (2.29). Fur die Transmissivitat in y~-Richtung T (o =1,2,...,ny;
j=12,...,nx) wird die Gleichung (2.29) erweitert. Es gilt

2-an Ty a”mj i+1,] [__]

@30 T

I+1.; |+1 W

Um Speicherplatz zu sparen und um die Eingabe von Parametern nicht unnétigt zu verkompli-
zieren, wird im Programm GWF nur ein globaler Anisotropiefaktor (AN) eingelesen, d.h.
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an;; = an fir alle i = 1,2,...,ny; j = 1,2,...,nx. Mit diesem Anisotropiefaktor vereinfacht sich
die Gleichung (2.30) zu

2'an2-Ti'J-T;+1,J -4 2- T]j Ti""l} [m ]

(2.31) TH = n-
i’J an'(T"j+T'+1’j) ,*11

Die Verwendung der harmonischen Mittelung zur Berechnung der Transmissivitaten Tl und TJ
ist nicht nur nach Betrachtung der physikalischen Gesetze sinnvoll. Sie ermoglicht daruberhin-
aus auf einfache Art und Weise die Modellierung eines undurchldssigen Randes. Nach Kapitel
2.3. ist bei einem undurchldssigen Rand kein FluB durch diesen zu beobachten.

Nach dem Darcy'schen Gesetz gilt fiir die Geschwindigkeit v¢ zwischen zwei Punkten x . und
, (siehe GlI. (1.15)):

h{x,) - hix,)
! Xe s X, X

- ’ 1 2
x‘l x1

(o) v =--L.

Daraus folgt

_ _ h(x,) - hi(x,) _
(232)  v,=0 & T=0 T, T

Bei den Algorithmen von W.Kinzelbach sind die Matrizen, die zur Speicherung der lokalen
Transmissivitdten dienen, etwas gréBer dimensioniert als notig. Die Transmissivitdten T, o
T et To,} und Tny+1j (i =12,...ny; j = 1,2,...,nx) sind in diesen Matrizen mit dem Wert

O besetzt. Dies hat zur Folge, daB die harmonische Mittelung zwischen der lokalen Trans-
missivitdt des Randpunktes und der schon auBerhalb des Gebietes liegenden Transmissivitat
immer den Wert O liefert (2], S. 25).

Bemerkungen:

1) Das Gebiet wird bei Anwendung dieses Berechnungsalgorithmusses immer von einem un-
durchldssigen Rand begrenzt. Nach Kapitel 2.4.2.2 kann jedoch mit dieser Modellierung
ein durchldssiger Rand durch geeignete Wah! der Zu- bzw. AbfluBmenge q im ent-
sprechenden Randpunkt (i,j) modelliert werden. Bei einem Randpunkt, dessen Potential
bekannt ist (Dirichlet-Randbedingung), braucht eine Berechnung des Potentials nicht
durchgefiihrt werden. Damit ist die den Gegebenheiten nicht entsprechnende Berechnung
der Transmissivitidten unerheblich.

2) Bei dem von mir implementierten Programm GWF missen die Gitterpunkte, deren h-Wert
berechnet werden sollen, mindestens einen Abstand von Ax/2 bzw. Ay/2 zu einem durch-
ldssigen oder undurchldssigen Gebietsrand haben, da die Berechnungsalgorithmen immer
von einem vollstandigen "Strémungskanal” der Breite b=Ax bzw. Ay ausgehen (siehe
auch GI. (1.10)). Bei Halbierung der lokalen Transmissivitidten in den Randstreifen kénnen
die Gitterpunkte auf den Rand gelegt werden ([2], S. 27). Die dadurch entstehende Aniso-
tropie kann jedoch nicht durch den global geltenden Anisotropiefaktor aufgehoben werden.
In einer spateren Version des Programms wird aus diesem Grund der globale Anisotropie-
faktor durch einen lokalen ersetzt werden.

An dieser Stelle sei die Betrachtung des folgenden Beispiels empfohlen. Es zeigt die aus den
lokalen Transmissivititen berechneten richtungsabhingigen Transmissivititen. Der hier model-
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lierte Grundwasserleiter ist inhomogen und hat eine Anisotropie von 1,5. Die aus den lokalen

T Transmissivitaten (normale
Beispiel Schrift) berechneten Trans-
\l/ \I/ J, missivitédten, die zwischen den
o) o] o] o] 0 Punkten liegen, sind symme-
, o o 0 ! trisch gerundet und dann in
> 0 O 0.1 0.1 0.1 0.3 02 0 O . . )
, 0.15 0.2 0.36 l fetter Schrift geschrieben. Die
W — (ID O 01 0.3 0.2 0.24 03 O C'D Werte der &uBeren Umrahmung
0.2 0.36 0.51 . . :
—> 0 0 0.2 0.24 03 03404 0 O (0=—0) gehbren schon nicht
| o ) ) | mehr zum Gebiet.
o) o} o} o o]

Setzt man die durch die Gleichungen (2.29) und (2.31) berechneten Transmissivititen in die
Gleichung (2.21) ein und vernachlissigt die Fehlerterme O((Ax)2) und 6((Ay)2), so |4Bt
sich nach Negation die folgende Diskretisierung der Strémungsgleichung fiir stationsre Situa-
tionen in geséttigten, anisotropen und inhomogenen Porengrundwasserleitern im Punkt
(iAy,jAx) aufstellen:

(2.33) E!Wl.j - A!Wi—u - 81Wi,j—1 - C’Wi,j+1 - D!Wi+1,j = Ay
2T, T, 2T.. T,
. - - L " i-1,j 2. - - i,j i+1,) 2
mit A=TI -1, (an ——-——TU +T'_U )/(Ay) s D=TI i (an ——-———Tu +Tl+1,j )/(Ay)

2T, T, 2T,. T
_ _ i) i1 > N N Lj iy ) >
B=TJ, ,=|=—2-2— (Ax)<; C=2T,, =|=—""—""— (Ax)
| i,j-1 (Tl.j+TI,J~1 )/ i i <T3J+T'J+1 /
By =A+B+C+D,
= (-1 *nx+j; i=12,.,ny; j=12,..,nx

Die hier dargestellte Gleichung muB fur alle Punkte des Gebietes aufgestellt werden, deren
w-Werte berechnet werden sollen. Dies fihrt auf ein lineares Gleichungssystem mit einer
einfachen Struktur (siehe auch Kapitel 2.2 GI.(2.10)). Zur Losung dieser mitunter sehr
groBen Systeme konnen die verschiedenartigsten Gleichungsldser eingesetzt werden. Das
folgende Kapitel behandelt aus der Klasse der iterativen Verfahren besonders das SOR-Ver-
fahren, welches wiederum das GauB - Seidel - Verfahren benutzt.
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3. Numerische Verfahren zur Losung von speziellen linearen Gleichungssystemen

Zur numerischen Losung der Stromungsgleichung flr stationdre Situationen ist nach Kapitel 2
ein durch die Gleichung (2.33) beschriebenes lineares Gleichungssystem zu Iésen. Die GréBe
dieses LGS's ist dabei, wie in Kapitel 2.3 gezeigt, direkt proportional zur Anzahl der Gitter-
punkte des Gitters, welches das betrachtete Gebiet Uberdeckt. Bei der Uberdeckung eines
beispielsweise 5kmx Skm groBen Areals mit 50 x 50 Gitterpunkten (Ax = Ay = 100 m),
ergibt sich ein LGS mit bis zu 2500 Unbekannten und ebensovielen Gleichungen.

Bei der Losung solch groBer linearen Gleichungssysteme, bei denen dariiberhinaus die Koef-
fizientenmatrizen schwach besetzt sind, werden hiufig iterative Verfahren eingesetzt, weil
diese im Vergleich zu direkten Verfahren wie etwa dem GauB-Jordan-Verfahren einen
geringeren Speicherplatzverbrauch haben. Diese Probleme kdnnen zwar durch Ausnutzung der
Kenntnis lber die besondere Struktur der zu I8senden linearen Gleichungssysteme (blocktri-
diagonal) auf ein MindestmaB reduziert werden, eine vollstindige Beseitigung ist jedoch nicht
moglich. Aus diesen Griinden werden ich mich hier nicht mit dem GauB -Jordan - Algorithmus
beschaftigen. Es sei an dieser Stelle auf die entsprechende Literatur (etwa Schwarz [9])
bzw. das Listing dieses im Programm GWF implementierten Algorithmusses verwiesen.

Bei den iterativen Verfahren ist das Verfahren der sukzessiven Uberrelaxation (SOR) das
bekannteste. Es basiert auf dem GauB-Seidel - Algorithmus, der wiederum eine Weiterent-
wicklung des Jacobi- Verfahrens ist. In diesem Kapitel werden daher zunichst diese beiden
Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme kurz vorgestellt. Bei der anschlieBenden Be-
handlung des SOR-Verfahrens steht die Konvergenz dieses Verfahrens bzw. dessen Konver-
genzgeschwindgkeit in Abhangigkeit von einem Relaxationsparameter w im Vordergrund. Nach
den rein theoretischen Betrachtungen wird auf die L&sung der linearen Gleichungssysteme
eingegangen, die unter den speziellen Situationen der Hydrogeologie entstehen.

3.1 Gewlinnung einer allgemelnen Iterationsvorschrift

Allen iterativen Verfahren liegt dieselbe Idee zugrunde: Ausgehend von einem Startvektor x (@
wird mittels einer [terationsvorschrift eine erste Niherung der exakten L&sung berechnet.
Aus dieser Ndherung der Losung erfolgt durch Anwendung der gleichen Iterationsvorschrift
die Ermittlung einer weiteren Niherung. Wird dabei die Differenz zwischen der Niherung der
Iterationsstufe (k) und der tatsdchlichen Losung des LGS bei wachsendem k immer kleiner,
so konvergiert das Verfahren gegen die wahre L&sung.

Die hier betrachteten Verfahren I6sen lineare Gleichungssysteme der Gestalt

(3.1) Ax =b mit AeR™"™ ;det Az20
x e R™"; beR"

Bemerkung:
Fur A, x und b kann auch gelten: A ¢ C"*", x ¢ C", b ¢ €C" . Dieser Fall ist aber in den
hydrogeologischen Situationen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, nicht gegeben und

wird daher hier nicht weiter untersucht.

Eine allgemeine [terationsvorschift fir die iterative L8sung linearer Gleichungssysteme laBt
sich unter Zuhilfenahme einer beliebigen nichtsinguliren Matrix B (d.h. det B # 0) bilden.
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Durch die Addition und gleichzeitige Subtraktion von Bx erhilt man

(3.2) Ax=b & Bx-Bx+Ax=b>b
& Ix-Ix+B 'Ax=B"1p
& x=(1-B'A)x+B b

Die Matrix (I - B™'A) = T wird als Iterationsmatrix des Verfahrens bezeichnet. Es ergibt
sich jetzt die sogenannte Fixpunktform des linearen Gleichungssystems

(3.3) x=Tx+c mit T=(I-B 'A)und c =B~ b

Wird in dieser Gleichung auf der rechten Seite ein beliebiger Startvektor x ©? (der hochge-
stellte und eingeklammerte Index bezeichnet im weiteren die Iterationsstufe k, in der sich der
bezeichnete Vektor gerade befindet) eingesetzt, so 148t sich durch Ausfiihrung der Iterations-
vorschrift ein neuer Vektor berechnen. Wire der eingesetzte Vektor x ©) gleich der wahren
Losung x™, so wiirde auch der berechnete Vektor gleich der wahren Losung sein.

Damit ergibt sich ein iteratives Verfahren zur L8sung linearer Gleichungssysteme wie folgt

(3.4) 1) Wihle einen Startvektor xl(o); i=12,...,n
2) Setze k:=0
3) ki=k+1
4) x(K) iz Ty (k=14 ¢
5) maxab = max xf"'” - x?k) ; fur 1=1,2,...,n

]
B) x (k=1 .z (k)

7) Wiederhole die Schritte 3,...,7 bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.
8) x (k) ist eine Nahrung der gesuchten Lésung x™*.

Bemerkung:
Als Abbruchkriterium kann z.B. die Bedingung

(3.5) Abbruch, wenn maxab <e;e>0

benutzt werden.
Die in (3.4) gewahlte Darstellung fir ein iteratives Verfahren wird als dessen Fixpunkt-Form
bezeichnet.

Bei der Konstruktion iterativer Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (LGS)
kommt es in der Praxis auf den Nachweis der Konvergenz und auf die erzielbare Konver-
genzgeschwindigkeit des gewahlten Verfahrens an. Aligemeine Sitze zu diesen Fragen finden
sich z.B. in [1] und [4]. Die fiir diese Arbeit wichtigsten Definitionen, Sitze und Resultate
seien im Folgenden kurz aufgefiihrt. Grundlegend sind dabei die Definition des Spektralradius

(3.6) und der allgemeinen Konvergenzsatz fur iterative Verfahren in Fixpunkt-Notation (3.7).

Definition ([11,S5.75)
(3.6) Sind A, i=12,..,n, die Eigenwerte einer nxn-Matrix, so nennt man

S(A):= m‘ax ' kil ,i=1,2,...,n

den Spektralradius von A.
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Der Konvergenzsatz fur iterative Verfahren, die durch eine Fixpunkt-Notation beschrieben
werden konnen, lautet:

Satz (11, S.242)

(3.7) 1. Das Verfahren x (k)= Tx (k=1) 4 ¢
mit T=(1 - B™'A) und ¢ = B™'b, wobei B eine beliebige nichtsingulsre Matrix
ist, konvergiert flir alle Startvektoren x ) genau dann, wenn

S(T) <1
(3.8) 2. Hinreichend fir die Konvergenz des Verfahrens ist die Bedingung
lub(T) < 1
wobei lub(T) = sup UAxI beziiglich jeder Norm genommen werden kann.
ixiizo Mx

Dieser Satz bildet die Grundlage fuir die Konvergenz der in diesem Abschnitt behandelten Ver-
fahren. Es wird also jeweils zu Uberpriifen sein, ob der Spektralradius der jeweiligen Itera-
tionsmatrix fur die in der Hydrogeologie erzeugten linearen Gleichungssysteme kleiner 1 ist.
Nur wenn dies der Fall ist, konvergiert das iterative Verfahren gegen die wahre Losung des

LGS.

Fur die Darstellung einiger iterativer Verfahren zur L&sung linearer Gleichungssysteme benutze
ich im weiteren die folgende Zerlegung der Koeffizientenmatrix A des LGS ([1],S.240):

(3.9a) A=E+D+F

mit o * 0 o
E = D= F= "

* --O O '.* O .'.O

Weiter gelte, falls a, ,#0 fur alle i =1,2,...,n

(3.9b) L=-D"'E; U=-D"'F; = Einheitsmatrix; J=L+U; H=(I-L)"'U

3.2 Das Jacobl - Verfahren (Gesamtschritt - Verfahren)

Eines der einfachsten iterativen Verfahren zur Lésung linearer Gleichungssysteme ist das
Jacobi- oder Gesamtschritt - Verfahren. Dieses Verfahren verwendet mit der oben eingefiihr-
ten Notation (3.9a) und (3.9b) fiir die Matrix B die Diagonale von A. Es gilt ([1],S. 240)

(3.10) B:==D = T, =(1-D7A) und ¢, =D7"b

Fur T, schreibt man h&ufig auch kirzer: J. AuBerdem I4Bt sich durch Umformung zeigen,
daB J = L+U gilt.

Fur die Berechnung der i-ten Komponete des Losungsvektors x in der (k)-ten lterationsstufe
kann nun die folgende Formel verwendet werden (2], S.1007f):

n
(3.11) x K= 3k xR P w e fur i=1,2,.0n
1=1
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mit NP R b
kij = J und ¢, = L = 1,2,....n

ai
0] fur i =j

Der Vektor x wird ausgehend von einem Startvektor x ©©) solange mit Hilfe dieser lterations-
vorschrift neu berechnet, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfillt ist (z.B. (3.5)).

Mit Hilfe der Maximumsnorm ergibt sich fur das Jacobi- Verfahren ([1], S. 244)
n
(3.12) lub_ (J) = max — Z Ia, kl fur i=1,2,..,n
* i 'ai,i' k=1 ’
k#l

Fur die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens kann jetzt der folgende Satz als Folgerung aus
Satz (3.8) aufgestellt werden.

Satz (starkes Zeilensummenkriterium) ([1], S. 244)
n

(3.13) b () <1 & Ja, |> Y e, ] fur i=12...n
k=1

k=i

D.h., das Jacobi-Verfahren ist konvergent, wenn das sogenannte starke Zeilensummen-
kriterium erfillt ist. Fur unzerlegbare (irreduzible) Matrizen A kann dies weniger scharf
formuliert werden. Es gilt dann der

Satz (schwaches Zeilensummenkriterium) ([1], S. 245)

(3.14) Das Jacobi - Verfahren ist konvergent, wenn fiir die irreduzible Matrix A gilt
n
Iau' 2 Z Ia"kl fur i=1,2,...,n
k=1
ki

n
und 'ajJ I > Z ,aj'kl fir mindestens ein je { 1,2,...,n }
k=1
k#j

Eine wichtige Bedingung fiir die Anwendbarkeit des Satzes (3.14) ist die Unzerlegbarkeit der
Koeffizientenmatrix A des LGS.

Definition ([3], S. 26)
Sei W ={1,2,...,n } (n ist die Ordnung der Matrix A). S und T seien zwei beliebige nicht
leere und disjunkte Teilmengen von W, so daB gilt
sUT=w, snNT={} s=z{} T={}
(3.152) Eine Matrix A ist zerlegbar (reduzibel), falls eine Aufteilung von W in S und T
existiert, so daB a, = O fur alle ieS und jeT.

(3.15b) Eine Matrix A ist unzerlegbar (irreduzibel), falls zu jeder Aufteilung von W in S
und T stets mindestens ein Element aj; * O existiert, so daB ieS und jeT.
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Die Bestimmung dieser Mengen ist nicht immer einfach. Die Zerlegbarkeit bzw. die Unzerleg-
barkeit einer Matrix A kann hadufig leichter mit Hilfe eines der Matrix zugeordneten Graphen
G(A) Uberpriift werden. Der zugeordnete Graph G(A) besteht dabei bei einer nxn-Matrix
aus n Knoten P ,...,P . Es gibt eine gerichtete Verbindung vom Knoten P, zum Knoten F’J in
G(A) genau dann, wenn das Element a, der Matrix A ungleich Null ist ([1] S.244f1). Es 3Bt
sich zeigen, daB die Matrix A unzerlegbar ist, wenn der Graph G(A) zusammenhingend ist
([4],S.39). G(A) ist dabei zusammenhingend, wenn es fiir jedes Knotenpaar (P, ,PJ) in G(A)
einen gerichteten Weg von P, nach PJ. (i,j = 1,2,...,n) gibt ([1],S. 245).

Beispiele
(3.16a) ([41,S.39) (3.16b)
01 01 00 01
Az 1 01 0 |10 1o0
1o 1 01 A=1o1 01
1 0 0 1 1 0 01
G(A) 1e —™ w2 GA) 1e o @2
40 - *3 40 - *3
G(A) ist zusammenhangend G(A)ist nicht zusammenhdngend
da man vom Punkt P nicht zum
Punkt P, gelangen kann.
=> A ist unzerlegbar. => A ist zerlegbar.
Bemerkung:

Die Zerlegbarkeit einer Matrix hingt nur von den Nichtdiagonalelementen ab.

Spéter wird gezeigt, daB die in der Hydrogeologie erzeugten LGS unter bestimmten Voraus-
setzungen immer irreduzible Koeffizientenmatrizen besitzen und das schwache Zeilensummen-
kriterium bei diesen Matrizen immer erfiillt ist.

3.3 Das GauB-Seidel-Verfahren (Einzelschritt-Verfahren)

Das Jacobi - Verfahren konvergiert in der Regel sehr langsam. Eine deutliche Steigerung der
Konvergenzgeschwindigkeit 148t sich erreichen, wenn bei der Berechnung der Komponenten x,
mit i >1 des Losungsvektors x im (k)-ten Iterationsschritt nicht die Werte aus der lterations-
stufe (k-1) sondern die bereits berechneten Werte aus der Stufe (k) verwendet werden.
Wiéhit man B = (D + E), so ergibt sich, ausgehend von der Fixpunktform des LGS (3.3), die
Fixpunkt - Notation des GauB-Seidel-Verfahren zu

(3.17) X =(l-(D+E)A)x +(D+E)-1b

e x =(l-L)Ux +(D+E)7'b
&> (I-L)x =Ux + (I-L)(D +E)'b
& x-Lx =Ux+D'p

= x =Lx+Ux+D7 b
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Die Iterationsmatrix Tgg = (1 - (D +E)"TA) = (1-L)'U des GauB-Seidel - Verfahrens

wird in der Literatur auch kurz mit H bezeichnet ([11,S.240).

Ersetzt man den 4.Schritt in der Darstellung des allgemeinen Iterationsverfahrens (3.4)
durch

(3.18) x )iz | x )4 yy k=D y p-1p,

so erhélt man das GauB - Seidel - Verfahren in Fixpunkt-Notation.

Bemerkung:
Die Multiplikation der Matrix L mit dem Vektor x erfolgt nur mit den Komponenten des
Vektors, deren Index kleiner ist als der aktuelle Zeilenindex, d.h. die Komponenten befinden

sich bereits in der (k)-ten lterationsstufe.

Damit ergibt sich fir die Berechnung der i-ten Komponente des Losungsvektors x im (k)-ten
lterationsschritt:

-1 n
(k) = (k) (k-1 T
(3.19) x; <= Z ki.J' Cxp Z ki.j "X +c, furi=12,...,n
j=1 j=i+1
it PR B PR =—L  firallei=12
mi A 3, uri#j und c, = a, ur alle i =1,2,...,n
Bemerkung:

Die Koeffizienten ki'J und ¢, des GauB-Seidel-Verfahrens entsprechen denen des Jacobi-
Verfahrens. Bei der Implementation des GauB-Seidel~-Verfahrens braucht man daher im Ver-
gleich zum Jacobi-Algorithmus, lediglich die Summenbildung an einer Stelle zu verdndern und
die im Jacobi - Verfahren benutzte Setzung kl.J:O fur i =j kann entfallen. Der Vektor x(k=1
kann komplett durch den Vektor x (k) ersetzt werden, da der Vektor, der als Berechnungs-
grundlage dient, sukzessive durch die Ergebnisse der Berechnung uberschrieben werden soll.
Neben der durch das Verfahren bedingten Steigerung der Konvergenzgeschwindigkeit kann
dariiberhinaus noch der Speicherplatz fiir den Vektor x (k=1 eingespart werden (dieser Vektor
wird jedoch haufig fur die Kontrolle des Abbruchkriteriums benétigt).

Es 1aBt sich zeigen ([11,S.246), daB unter der Voraussetzung des starken Zeilensummen-
kriteriums (3.13) gilt

(3200 lub_(H) <lub_(J) <1

Damit ist sowoh! das Kriterium (3.8) als auch das starke Zeilensummenkriterium hinreichend
fur die Konvergenz des GauB-Seidel -~ Verfahrens. Dariiberhinaus ist auch die Erfiillung des
schwachen Zeilensummenkriteriums (3.14) hinreichend fiir die Konvergenz des GauB - Seidel -
Verfahrens ([21, S. 1019).

Ist die Iterationsmatrix J des Jacobi - Verfahrens nichtnegativ J2 0 , so gilt auBerdem der Satz
von Stein und Rosenberg ([1], S. 247). Dabei ist eine Matrix A insbesondere dann nichtnegativ,
wenn die Matrix A positive Diagonalelemente und nichtpositive‘ Nichtdiagonalelemente besitzt:
a;; > 0,a;, <0 furizk ([1],S.247). Eine Matrix mit diesen Eigenschaften bezeichnet man
auch als L-Matrix ([4],S. 42).
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Satz (von Stein und Rosenberg)
(3.21) Ist die Matrix J nichtnegativ, so gilt fir J =(1-D™A) und H=(l- L)~'U genau
eine der folgenden Beziehungen

1. S(H)=8(J)=0
2. 0<S(H)«SJ) <1
3.8(H) =5SWJ) =1
4. S(H) > SWJ) > 1

Bemerkung:

Nur wenn das Jacobi - Verfahren konvergiert, konvergiert auch das Gau8 - Seidel - Verfahren. Es
liegt der SchluB nahe, daB das GauB - Seidel - Verfahren zumindest unter den Vorausetzungen
des Satzes (3.21) schneller konvergiert, da der Spektralradius von H kleiner ist als der Spek-
tralradius von J. Diese Bedingungen sind fiir fast alle linearen Gleichungssysteme erfiillt, die
man durch Differenzenapproximation einer partiellen Differentialgleichung erhait ([1],S.248).

3.4 Das SOR-Verfahren

Eine weitere Steigerung der Konvergenzgeschwindigkeit |48t sich durch die Anwendung des
SOR-Verfahrens erreichen. Bei diesem Verfahren wird zunichst die i-te Komponente des
Vektors X k) in der (k)-ten Ilterationsstufe mit dem GauB-Seidel-Verfahren berechnet. Aus
?i(k) bildet man danach mit dem Wert x;(k'” durch eine gewichtete Mittelung den Wert
x,(k) in der (k)-ten Iterationsstufe. Es ergibt sich damit flir das SOR-Verfahren der folgende
Algorithmus:

(3.22) 1) Waihle einen Startvektor x|(°); i=12,....n
2) Setze k:=0

3) ki=k+1
4) furi=12,...,n
i-1 n
v (k) — . (k) . (k=-1)
X, _Zki,j X; +Zki,j X; +cy
j=1 j=1+1
Xl(k) = (1- w)x,(k‘”+ m')‘("(k) - x!(k‘” + w(’)‘(*‘(k) _ xi(k—1))
5) maxab:= max lxgk'” - xgk)l ;i=1,2,...,n
i

6) x (k=1 = (k)
7) Wiederhole die Schritte 3,...,7 bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.

8) x‘k) ist eine N&hrung der gesuchten Losung x™.

Bemerkung:

Die Iterationsmatrix H des SOR-Verfahrens und damit ihr Spektralradius ist dabei von dem
sogenannten Relaxationsparameter w abhidngig. Fur w=1 entspricht das SOR- Verfahren dem
GauB - Seidel - Verfahren. Ist der Relaxationsparameter groBer als 1, so liegt eine Uberrelaxation
(overrelaxation) vor. Entsprechend spricht man bei w<1 von einer Unterrelaxation. Da der
Spektralradius einen EinfluB auf die Konvergenzgeschwindigkeit hat, ist dieser Parameter
nach Mdglichkeit so zu wahlen, daB S(H(w)) minimal ist.
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Fir die Entwicklung der Iterationsmatrix H(w) ersetzt man zunichst in der 2.Gleichung des
4. Schritts im Algorithmus (3.22) den Wert ')?](k) durch den GauB-Seidel-Algorithmus
i—-1 n
(k) = - (k=1) (k) (k=1) e 1 =
(3.23) X, =(1 - w)x, “*’[Z Kij ™ % +Zkl,j' X) +c, ]fur:—1.2,...,n
J=1 J=1+1
bzw. in Matrix-Schreibweise

(3.24) Ix 0= (1= 10)x KD+ o[ Lx® 4 Ux kD 4 ¢ ]

Wird diese Gleichung nun nach x (k) aufgelst und neu geordnet, so ergibt sich
(3.25) x )= (1 - L) [:(1 -+ wU]x(k‘1)+ (Il -wl)7'wD™b

und damit die Fixpunkt-Notation des SOR-Verfahrens

(3.26) x 4= Hl@)x kM4 oo o (w)

mit H(w) = (1 - w7 [(1- )1+ 0U] und cgor = (I - wl) ™ wD™'b

Bemerkung:
Aus der Gleichung (3.3) folgt fiir das von w abhéngige B der allgemeinen Fixpunkt - Notation:

(327)  B(w) =+D(I - wl),

Uber den Spektralradius der Iterationsmatrix H(w) lassen sich folgende qualitative Aussagen
machen (die Beweise finden sich in der jeweils angegebenen Literatur):

Satz (Kahan) ([11,S. 249)
(3.28) Fur beliebige Matrizen A gilt : S(H(w)) 2 lw-1| fir alle we R

Nach Satz (3.7) konvergiert auch das SOR-Verfahren nur dann, wenn gilt
(3.29) S(H(w)) < 1

Bemerkung:
Mit dem Satz von Kahan folgt, daB diese Bedingung nur erfiilltbar ist, wenn w im offenen

Intervall (0,2) liegt.

Satz (Ostrowski, Reich) ([1],S.249)
(3.30) Ist eine Matrix A positiv definit, so folgt S(H(w)) < 1 fir alle we (0, 2).

Satz ([4],S.125)
(3.31) Sei die Matrix A eine L-Matrix. Konvergiert das Jacobi-Verfahren (d.h. S(J)<1)

und ist O<w, <w, < 1, dann gilt
S(H(w,)) < S(H(w,)) < 1.
Bemerkung: ([4],S.126)
Die Funktion S(H(w)) ist im Intervall (0,1) monoton fallend. Unter der Annahme, daB die von

w abhiéngige Funktion S(H(w)) stetig ist, kann man erwarten, daB S(H(w)) < 1 fir 0 < W< @
mit 1<w < 2. Die Bedingung @ < 2 wird durch die Aussage des Satzes (3.28) geliefert.
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Fur spezielle lineare Gleichungssysteme 148t sich nun aus (3.31) die Folgerung (3.32) ziehen:

Folgerung

(3.32) Sei die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssytems irreduzibel und das
schwache Zeilensummenkriterium erfiilit. Weiter sei die Iterationsmatrix J des
Jacobi - Verfahrens eine L-Matrix, d.h. A sei insbesondere nichtnegativ.
Dann ist das SOR-Verfahren konvergent fiir alle we (0, ®] mit 1< © < 2.

3.5 Wahl des optimalen Relaxationsparameters w, beim SOR-Verfahren

Fir eine bestimmte Klasse von linearen Gleichungssystemen kann der optimale Relaxations-
parameter w, explizit angegeben werden. Dabei ist w, durch die folgende Eigenschaft charak-
terisiert ([1],S.256)

(3.33) S(H(w,)) = min  S(H(w)

we (0,2)

Der optimale Relaxationsparameter kann fiir lineare Gleichungssysteme explizit angegeben
werden, wenn deren Koeffizientenmatrizen konsistent geordnet ist. Diese und einige andere
Eigenschaften einer Matrix A wurden von Young [4] eingefiihrt. Die wichtigsten Definitionen
und Satze seien hier kurz aufgefiihrt.

Definition (041, S.144)
(3.34) Zwei Zahlen i, j ¢IN sind beziiglich der Matrix A zusammenhingend, wenn gilt:
I #0 oder a;;# 0.

Definition ([41,S.145)

(3.35) Der Vektor y = (Y, ¥pe---aY,) mit v, e N fur i =1,2,...,n, wird als geordneter
Vektor der Matrix A mit der Ordnung n bezeichnet, wenn fir alle zusammenh&ingen-
den Zahlen i, j mit iz j gilt

Yy ~ in =1
Definition ([4],S.145)
(3.36) Ein geordneter Vektor einer Matrix A ist ein kompatibel geordneter Vektor von A,
‘ wenn gilt
Yy~ Yy T 1 wenn i, j zusammenhangend und i> ]
A S S -1 wenn i, j zusammenhadngend und i <

Definition ([4], S. 144)
(3.37) Eine Matrix der Ordnung n ist konsistent geordnet, wenn es ein t gibt, so daB
fur die nicht leeren Teilmengen S, von W={1,2,...,n } gilt

t t
Us, ={12...n} uwnd MNs, ={}
k=1 k=1

und, wenn i, j zusammenhéngend sind, gilt

S .
i€ Sk , e {Skﬂ wenn{>f
k-1 wenn j<i
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Mit Hilfe dieser Definitionen kann nun der folgende Satz bewiesen werden:

Satz ([4],S.146)
(3.38) Eine Matrix A ist konsistent geordnet <= Es existiert ein kompatibel geordneter
Vektor von A.

Young gibt in [4],S.158-161 einen Algorithmus an (siehe Anhang 3), mit dem eine beliebige
quadratische Matrix auf konsistente Ordnung untersucht werden kann. Verlduft dieser Test
positiv, d.h. ist die Koeffizientenmatrix A des LGS konsistent geordnet, so kann der folgende
von Young und Varga bewiesene Satz angewendet werden.

Satz (Young, Varga) ([11,S.256)

(3.39) Sei A eine konsistent geordnete Matrix mit nichtverschwindenden Diagonalelemen-
ten. Ferner seien die Eigenwerte von J reell und es gelte S(J) < 1. Dann gilt
(3.39a) o, = S
1+ V1-sw
und

2

s(J)
(3.39b) S(H() = wy = 1 =( )
1+)1-sw)®

Aligemein gilt ([41,S5.173)
{ 1- 0+ Fw?y? + wuV1—m+—l—w2u2 fir 0 < w s W,

(3.39¢) S(H{w) =
w -1 fUrwbsw< 2

mit w:=S(J)

Die folgende Abbildung (3.1) veranschaulicht den Zusammenhang zwischen dem Relaxations-
parameter w und dem Spektralradius der lterationsmatrix des SOR-Verfahrens bei einem
gegebenen Spektralradius der Matrix J (hier wurde S(J ) = 0.9 gewihit).
(Abb. 3.1)
S (H(w)
§ fmmmm

N

N e e

S(H)

S (Hlw) ]

€
g
g
€

Bemerkungen;
1) Aus dem Satz (3.39c) folgt, daB unter den Voraussetzungen des Satzes (3.39) das

SOR-Verfahren konvergent ist fir alle we (0,2).
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2) Zumindest im Intervall (1,&) mit e (1,2), ist fir das SOR-Verfahren eine hthere
Konvergenzgeschwindigkeit als beim GauB - Seidel - Verfahren zu erwarten, da dann wegen
der Bemerkung zu Satz (3.31) gilt: S(H(w)) < S(H). Die obere Schranke des Intervalls
(1,3) 14Bt sich dabei mit Hilfe der Aussage (3.39¢) berechnen. Es gilt fir 0=1<w,

(3.40) S(H(w=1) = S(J)?2
Da & im Intervall (wy,,2) liegt, folgt fir &> w,

(3.41) B =52 +1

Nachdem jetzt die Werkzeuge fur die Losung groBer linearer Gleichungssysteme bereitstehen,
soll im néchsten Abschnitt auf die Anwendung dieser Werkzeuge bei der Losung der Stromungs-
gleichung eingegangen werden.

3.6 Lbsung der Strémungsgleichung mit dem SOR-Verfahren

Bei der Auswahl eines geeigneten Verfahrens zur Losung der bei der Diskretisierung von
partiellen Differentialgleichungen erzeugten linearen Gleichungssysteme erweist sich das
SOR-Verfahren als das einfachste Verfahren hinreichender Leistungsfshigkeit. Besonders
bei optimaler Wahl des Relaxationsparameters w ist die Konvergenzgeschwindigkeit erheblich
groBer als beim GauB - Seidel - oder Jacobi - Verfahren.

Das SOR-Verfahren konvergiert jedoch nicht fir alle linearen Gleichungssysteme. Es ist da-
her zundchst zu zeigen, daB die durch die Diskretisierung der Strémungsgleichung erzeugten
LGS flr bestimmte w immer konvergieren.

3.6.1 Bewels der Konvergenz des SOR-Verfahrens fUr spezielle LGS

Fur den Beweis der Konvergenz des SOR-Verfahrens kann der Satz von Ostrowski (3.30)
nicht herangezogen werden, da er nur fur positiv definite Matrizen A (mit Ax = b) erfiillt
ist. Positiv definite Matrizen sind aber nach Definition symmetrisch ([3],S.16f), was bei
den durch die Modellierung von Grundwasserstromen erzeugten LGS in der Regel nicht der

Fall ist ([8]1, S.1i86).

Satz

(3.42) Fir alle durch Diskretisierung der Stromungsgleichung auf einem Gebiet G ent-
stehenden linearen Gleichungssysteme konvergiert das SOR-Verfahren fir
we [0,w] mit 1< ® < 2, wenn mindestens in einem Randpunkt von G der Wert
der Losungsfunktion h bekannt ist.

Beweis

Zu zeigen ist:
1. Das schwache Zeilensummenkriterium (3.14) ist fir die Koeffizientenmatrix A des
LGS immer erfllit.
2. A ist irreduzibel (3.15b).
3. Die lterationsmatrix J ist eine L-Matrix.
Kdnnen die Punkte 1 und 2 gezeigt werden, so ist fir dieses LGS das Jacobi - Verfahren nach
(3.14) konvergent. Ist die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahren zusitzlich eine L-Matrix,
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so existiert nach (3.31) ein Intervall [0, ®] mit 1< ® < 2 fur dessen Elemente w das SOR-
Verfahren konvergiert, d.h. S(H(w)) < 1.

Zu 1)

Zu 2)

Die Koeffizientenmatrix A des bei der Diskretisierung der Strémungsgleichung ent-
stehenden LGS ist nur schwach besetzt (siehe Gleichung (2.9) und (2.33)). Die Eintrige
beschrénken sich in jeder Zeile auf die Besetzung der Hauptdiagonale sowie von vier
weiteren Nebendiagonalen. Die Elemente der Hauptdiagonalen werden dabei nach (2.33)
aus der Summe von vier gemittelten (oder explizit eingegebenen) und durch das Qua-
drat der Gitterweite dividierten Transmissivitdten gebildet. Diese Werte sind nach der
Definition der Transmissivitdten immer groBer gleich Null. Die Nebendiagonalelemente
werden jeweils durch diese mit einem negativen Vorzeichen versehenen Werte gebildet.
Damit kann gefolgert werden, daB gilt:

n
laul p2 Z la,’ml fur i =1,2,...,n mit n=nx-ny.
m=1
I#m
Die Bedingung n
Iau} > Z ’a,'ml fir mindestens ein le{1,2,...,n}
o

ist immer dann erfiillt, wenn mindestens flir einen Randpunkt des Gebietes G der
Wert der Losungsfunktion h bekannt ist. In diesem Fall verschwindet der entspre-
chende Wert in der Koeffizientenmatrix A und taucht in der Inhomogenitit auf. 0O

Eine Matrix A kann reduzibel sein, wenn ein Weg im Graphen G(A) vom Knoten P,
zwar wegfihrt (hinfihrt), der Weg in Gegenrichtung aber nicht existiert. A ist redu-
zibel, wenn zu P, keine Wege hinflihren und keine wegflhren.

Beispiel

Die zu dem Beispielgraphen gehtrende Matrix A ist irredu-
zibel. Reduzibel wére sie erst dann, wenn auch der Weg
“ “ (P,—> P,) entfallen wiirde oder alle Wege zum und vom
Punkt 4 abgeschnitten wiren.

10“‘_""l e 2

30__.____.4

Fir einen Knoten K, (globale Indizierung) im Diskretisierungsgitter gibt es nun mehrere
Moglichkeiten, die bei der Berlhrung des Diskretisierungssternes mit dem Rand von G
auftreten (siehe auch Kapitel 3.6.2.):

1. Der w-Wert von K' ist neu zu berechnen

1.1.1 Die lokale Transmissivitdt in Ki und die in mindestens einem seiner Nachbar-
knoten ist groBer Null. Der w-Wert dieses Nachbarknotens K; ist ebenfalls zu

berechnen.
Aus der Differenzengleichung (2.33) folgt dann fiir die Elemente a;, und aj;
der Koeffizientenmatrix A
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Zu 3)

a, #0 und a, #0.
Daraus ergeben sich die gerichteten Wege in G(A)

Pi—>P, und P> P,

1.1.2 Die h-Werte aller Nachbarpunkte von K, sind bekannt.
In dieser Situation liefert die Differenzengleichung (2.33) eine Gleichung mit
einer einzigen Unbekannten w, deren Wert direkt berechenbar ist.

1.1.3 Die lokale Transmissivitit in K, ist O.
Mit (2.29) folgt, daB die Transmissivititen zwischen dem Knoten K, und seinen
bis zu vier Nachbarknoten dann ebenfalls Null sind. Fur die Elemente aj; und
aj; der Koeffizientenmatrix A ergibt sich in dieser Situation:
a; =0 und 2 =0.

Ein Weg von P, nach PJ. in G(A) oder umgekehrt existiert nicht.

Nach dem Darcy'schen Gesetz (1.14) kann zwischen einem solchen Punkt und
seinen Nachbarpunkten kein Massentransport stattfinden. Um den Knoten K,

herum verlduft also ein undurchidssiger Rand des Stromungsgebietes so, daB
der Knoten K, nicht mehr zu dem Gebiet G gehtrt auf dem die Stromungsglei-

chung zu I8sen ist.

1.1.4 Die lokalen Transmissivitdten aller Nachbarpunkte von K, sind 0.
Es gilt dann das unter 1.1.3. gesagte analog.

2. Der h-Wert von K‘ ist bekannt und braucht nicht berechnet zu werden

Der bekannte h-Wert im Knoten K, tritt in den Inhomogenitédten aller der bis zu
vier Gleichungen auf, mit denen die w,-Werte in den bis zu vier unmittelbaren
Nachbarknoten Kj des Knotens K, berechnet werden. Fiir die Elemente a; und a
der Koeffizientenmatrix A gilt:

a;; =0 und a =0.
Ein Weg von P, nach Pj in G(A) oder umkehrt existiert nicht.

Streicht man im LGS fiir alle die K,» deren w-Werte nicht neu berechnet werden
mussen (siehe Punkte (1.1.3), (1.1.4) und (2)), die entsprechnenden Zeilen und Spalten,
so erhdlt man eine irreduzible Matrix. Dieser Vorgang ist dquivalent zu einer Umnu-
merierung der Knoten innerhalb des Gebietes mit entsprechnender Neubildung des LGS.
Die Knoten des Gebietes werden dabei so numeriert, daB im LGS nur noch die Knoten
auftauchen, deren Werte tatsichlich neu berechnet werden missen. 0

Bemerkung:
Eine so durch Zeilen~ und Spalten-Streichung bzw, durch Umnumerierung gebildete
Matrix A ist nicht mehr symmetrisch und kann damit nicht positiv definit sein.

Die Iterationsmatrix J ist eine L-Matrix, wenn die Matrix A positive Diagonalelemente

und nichtpositive Nichtdiagonalelemente besitzt, d.h.
a; >0 furl=12,.,n
und a; <0 furlzm
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Diese Bedingung ist fur alle Punkte, deren w~Werte zu berechnen sind, durch die
Gleichung (2.33) erfillt. Wird A nach der Betrachtung in 2) nur fir solche Punkte
gebildet, so ist die lterationsmatrix J eine L-Matrix. 0O

Vor der Einflihrung verschiedener Verfahren zur Bestimmung des optimalen Relaxationspara-
meters sei zundchst ein modifizierter Algorithmus fir das im SOR-Verfahren benutzte
GauB - Seidel - Verfahren angegeben, der die Bandstruktur des LGS ausnutzt.

3.6.2 Modifizierter GauB - Seldel - Algorithmus

Die bei der Diskretisierung der Stromungsgleichung fiir den Punkt (i,j) entstehende Differen-
zengleichung enthdlt maximal fiinf Werte des Potentials w (siehe Gleichung (2.33)). Der
GauB - Seidel - Algorithmus (3.19) und somit auch der SOR-Algorithmus 14Bt sich daher im
Bereich der Summenbildung erheblich vereinfachen bzw. beschleunigen. Es braucht in diesem
Fall nicht Uber alle Elemente einer Zeile multipliziert und aufaddiert werden, sondern nur
Uber die maximal fiinf Koeffizienten, die ungleich Null sind. Fur diese fiinf Koeffizienten ergibt
sich mit E,= Aj+ B+ C,+ D, (I=(i-1)-nx+j, i =12,...ny, j= 1,2,...,nx)

(3.432) k| =" ::::'”" - - _EAli - :: _ IEL:_U_)
(3.430)  k,,_; = -%:;’ = _;EB—,I:% - &EJ_I-L)
(3.430) k., = _%:”:i - _:.éf'i:_EC_;L - Eéf‘)
(3.43d) K uns =-%:-—:il". =-"_D|':%: _ _T‘E_IIJ_)
(3.43e) und c, = -gh- ]

Der GauB - Seidel - Algorithmus 148t sich nun wie folgt formulieren :

(3.44) 1) Wahle einen Startvektor w‘(O); i=12,...n
2) Setze k:=0
3} kizk+1
4) fur i=1,2,...,ny
fur j =1,2,...,nx
Pr= (i-1)*nx+]j
wenn E,# 0 dann

w, () o= (k=1 4 4 (k=1 4 ¢

(k) (k)
Li=nx Wien' * Ko WiEy K WS 1a+nx Wisnx

5) maxab := miax wf""” -w f") ;i=12,...n
6) w k=1 .= (k)
7) Wiederhole die Schritte 3,...,7 bis ein Abbruchkriterium erfillt ist.

8) wk) st eine Nahrung der gesuchten Ldsung w *.
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Bei einer Implementation auf einer Rechenanlage, wird man die folgenden Uberlegungen an-
stellen um den Algorithmus (3.44) zu optimieren:

1)

2)

3)

Es ist nicht sinnvoll, zwei unterschiedliche Vektoren w (w k) und wk~1) im Speicher
zu halten. Nach der Bemerkung zum GauB - Seidel - Verfahren (3.19) kann vielmehr das
berechnete Ergebnis direkt in den Vektor geschrieben werden, der auch als Berech-
nungsgrundlage dient. Es gibt dann nur noch einen Vektor w. Dieser enthilt vor dem
Durchlauf der beiden geschachtelten Schleifen das Ergebnis aus der lterationsstufe (k-1)
und nach dem Durchlauf das Ergebnis aus der Stufe (k).

Zur Kontrolle der Abbruchbedingung muB dann jedoch eine Hilfsvariable (z.B. d) einge-
fihrt werden. Diese Variable erhalt vor Durchfiihrung der Berechnungsformel den Wert
von w, (in globaler Indizierung) zugewiesen. Nach der Berechnung wird die maximale

Abweichung (maxab) als max(maxab, Id—w,l) berechnet.

Bei der Berechnung der w-Werte von Knoten |, die in Randnihe bzw. auf dem Rand des
Gebietes liegen, konnen die Indizes (I-nx,!+nx) weit lber die eigentlichen Dimensions-
grenzen des Vektors w hinausreichen. Ist z.B. [<nx, so erfolgt ein Zugriff auf einen
negativen Index des Vektors. Ist der Vektor nur als ARRAY[1..n] OF REAL (in Pascal-
Notation) definiert, kann es abhingig vom verwendeten Compiler zu einem Laufzeitfehler
kommen. Um dies zu verhindern, muB entweder die Dimension des Vektors vergroBert
oder eine Abfrage auf Dimensionsgrenzen durchgefiihrt werden (z.B. Wenn |-nxz21,
dann ...). Ebenfalls moglich wire eine gesonderte Programmierung von Berechnungsalgo-
rithmen fir diese unvollstandigen Differenzengleichungen.

Wird die lokale Indizierung beibehalten, kann bei der Berechnung der w-Werte dieser
Knoten, auf w- und h-Werte mit den Indizes (0,j), (ny+1,j), (i,0) und (i,nx+1) (i = 1,2,...,ny,
j = 1.2,...nx) zugeriffen werden. In diesem Fall empfiehlt sich eine Erweiterung der
Dimensionsgrenzen des ARRAY's und eine Nullsetzung des Randstreifens.

Bei der Berechnung in lokaler Indizierung, ist es nicht sinnvoll die Matrix K explizit zu
berechnen und zu speichern. Stattdessen kann der jeweils benotigte Koeffizient den bei-
den Matrizen Tl und TJ entnommen werden, die entweder explizit eingegeben werden
(Rusthon/Redshaw [5]) oder aus den lokalen Transmissivititen berechnet werden

(Kinzelbach [6]).

Mit diesen Uberlegungen kann der folgende Algorithmus formuliert werden.
(3.45) 1) Wahle Startbelegung flir Wi (i=12,...ny; j=1,2,...,nx)

2) Setze k:=0
3) ki=k+1
4) maxab = -1

5) furi=12,..,ny
fur j =1,2,...,nx

a:= WI.J
Nenner := T4 gt TJi,j—1 + TJ,,J. + Tli,j
Wenn Nenner # O dann
w - Tli'—1,jwi—1,j + T‘Ji,j—1wi,j—1 +TJi,jwi.j+1 +T'LJWI+} + qi.j
1 Nenner

— maxab := max(maxab I d-W,JD

6) Wiederhole die Schritte 3,...,6 bis maxab < ¢
7) w ist eine Ndherung der gesuchten Losung w™
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Um eine groBtmdgliche Flexibilitat eines Programmsystems bei gleichzeitig einfachen Anfor-
derungen an den Anwender zu erreichen, habe ich im Programm GWF die Kinzelbach-Methode
gewdhlt. Die Transmissivitaten Tl und TJ werden dabei wie in Kapitel 2.6 dargestellt aus den
eingegebenen lokalen Transmissivitdten berechnet. Bedingt durch die Division der gemittelten
Transmissivitdten durch das Quadrat der Gitterweite Ax bzw. Ay und der Beschrénkung auf
einen globalen Anisotropiefaktor, sind bei der Berechnung der w-Werte randnaher bzw. auf
dem Rand von G liegender Knoten folgende Situationen zu beachteten (siehe auch S. 33):
(Fir die Abbildungen gilt im weiteren: Mittelpunkt des Diskretisierungssterns ist der Punkt
(i,)) in lokaler Indizierung, volle Kreise stellen Punkte dar, deren Werte berechnet werden
mussen, leere Kreise stellen Punkte dar, deren Werte bekannt sind.)

1) Volisténdiger Diskretisierungsstern. Fur diese Situation ist der Algo-
rithmus konstruiert.

2) Vollstandiger Diskretisierungsstern mit bekanntem w-Wert fiir
mindestens einen Nachbarpunkt. in der Differenzengleichung (2.33)
ist es unerheblich ob die w-Werte im Nachbarpunkte bekannt sind,
berechnet wurden oder noch berechnet werden miissen. Zu beach-
ten ist, daB hier nicht das fiir den theoretischen Konvergenzbeweis
benutzte LGS aufgestellt wird, sondern das Gebiet Punkt fir Punkt
durch den Algorithmus (3.45) neu berechnet wird.

Der Diskretisierungsstern liegt in Randnahe. Hier greift der Algo-

]

! rithmus bei der Berechnung auf Werte auBerhalb der Wertematrix
__!___. zu (im abgebildeten Fall auf w, j+1)‘ Die Matrix muB also dement-

' »,

i sprechend dimensioniert sein (ARRAY [0..ny+1,0..nx+1]). Da die

i zugehorige Transmissivitdat (hier TJ,J) gleich Null ist (siehe

S.33), geht der nicht bekannte und nicht bendtigte Wert (wuﬂ)
nicht in die Berechnung ein.

4) ’ Der Mittelpunkt des Diskretisierungssterns liegt nahe einem Eck-
‘ punkt. Es gilt das unter 3) gesagte analog.

berechnet werden. In einem flexiblen Programmsystem muB diese
Situtation dem Berechnungsalgorithmus mitgeteilt werden. Als
Speicher fur die Information "h-Wert bekannt” bzw. "h-Wert unbe-
kannt" benutzt Kinzelbach den Speicherkoeffizienten S'J‘ Kinzelbach
beschéftigt sich zwar Uberwiegend mit instationdren Situationen,
die Anwendung von S,’j als Schalter oder Flag bleibt jedoch die

5) [ Der h-Wert des Punktes (i,j) ist bekannt und braucht daher nicht
gleiche (061,S.27 und S.51).
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6) Die lokalen Transmissivitdten in (i,j) bzw. die in allen Nachbarpunkten ist Null. Hier
wird der Nenner O und der Algorithmus verhindert eine Berechnung, der Wert bleibt
erhalten (wl(,") = wa‘”). Dieses Verhalten ist erwiinscht (siehe Punkt (1.1.3) und
(1.1.4) im Beweis zu Satz (3.42)).

Aus diesen Betrachtungen folgt, daB zur korrekten Modellierung der Stromung tber einem
Gebiet der Algorithmus (3.45) nur fir die Situation 5) erweitert werden muB.

GauB - Seidel - Algorithmus nach Kinzelbach ([6], S. 51f)

(3.46) 1) Wihle Startbelegung fiir Wi (i=1,2,...0y; j= 1,2,....n%)
2) Setze k:=0
3) k=k+1
4) maxab = -1
5) fur i=12,...,ny
fur j =1,2,...,nx
Wenn S,’J < 1 dann
d:= Wi
Nenner := TI,_, gt TJLJ-1 + TJ;.j + TII.J
Wenn Nenner # O dann
_ Tl i1 Vi1 +TJi,j—1wi,j—1 +TJ'Jw.'}+1 +Tl g Wieg Tyt Si.lwi.J(O)/At

iy Nenner + S, /At

w

—  maxab := max(maxab,l d"wi,jl)

6) Wiederhole die Schritte 3,...,6 bis maxab < ¢
7) w ist eine Naherung der gesuchten Losung w™

Bemerkung:
Dieser Algorithmus leistet mehr als zur Berechnung stationdrer Félle notigt ist. Eine Be-

rechnung des Wertes Wi wird verhindert, wenn fiir S,'J ein Wert groBer 1 gewahlt wurde.
Man beachte, daB ein solcher Wert nach der Definition des Speicherfahigkeitskoeffizienten
physikalisch nicht moglich ist. Die Berechnung einer stationiren Situation kann durch Null-
setzen von Si'j erreicht werden, da dann die Terme Si.j w(i‘,’J)/At im Zahler und Si,j /At im
Nenner wegfallen und der Algorithmus (3.45) gegeben ist. Der Speicherfihigkeitskoeffizient
wird also bei der Bearbeitung von stationdren Situationen als eine Art Schalter (oder Flag)
benutzt.

3.7 Wahl eines fur das SOR-Verfahren optimalen Relaxationsparameters @ope fUr die
durch Diskretisierung der Strémungsgleichung entstehenden linearen Glelchungssysteme
Bei der Anwendung des SOR-Verfahrens zur Losung groBer linearer Gleichungssysteme ist
man bestrebt, den Relaxationsparameter nach Méglichkeit so zu wihlen, daB der Spektralra-
dius der Iterationsmatrix H(w) minimal ist (siehe auch (3.33)).
Der Parameter w,, fir den der Spektralradius der Iterationsmatrix H(w) minimal ist, bzw.
ein Parameters @ opt s fur den die Anzahl der bendtigten Iterationen minimal wird, |48t sich
auf verschiedene Art und Weise bestimmen. Im Folgenden werden vier dieser Mbglichkeiten
vorgestellt.
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3.7.1 Bestimmung durch Versuch (Methode 1)
Diese Moglichkeit ist sicher die einfachste aber auch die zeitaufwendigste. Die ldee ist da-

bei folgende:
Das Intervall aus dem w zu wihlen ist (nach dem Satz von Kahan (3.28) kommt nur we(0,2)
in Frage), ist in beliebig kleine Schritte mit der Lange As zu unterteilen (w;, = i-As,

As =2/m, i =0,12,...m, m = Anzahl der Schritte). AnschlieBend wird fur alle i = 1,2,...,m
das SOR-Verfahren mit w, angewendet. Der optimale Relaxationsparameter liefert not-
wendigerweise die schnellste Konvergenz, d.h., die minimale Anzahl der Iterationen, die zur
Erfiillung des Abbruchkriteriums ben&tigt werden, wird bestimmt.

Zur Darstellung der AbhZngigkeit der Iterationsanzahl vom Relaxationsparameter in den Ab-
bildungen (3.2a) und (3.2b) habe ich das SOR- Verfahren fiir 400 verschiedene w im Inter-
vall [1,2) gestartet und die Anzahl der benttigten Iterationen gegen den Relaxationsparame-
ter aufgetragen. Die berechneten Probleme entsprachen dem Modellproblem aus [61,S. 32.

(Abb. 3.2a) 7x7 ~ Gitter (Abb. 3.2b) 19x 19 - Gitter
50 = 175
o9t .. - == ““-x_h_‘ F,r-"l
i 104 4--vevmmmmmreei e T
! i o | 5 | w
1 [T 2 1 e 2
fastopt. opt.
Bemerkungen:

1) Wie den Abbildungen zu entnehmen ist, filhren haufig mehrere verschiedene Relaxations-
parameter zur gleichen Anzahl von lIterationen. Die bend&tigte Anzahl von Iterationen ist
dabei immer eine Zahl aus der Menge der natiirlichen Zahlen. Es kommt daher zu einem
treppenartigen Verlauf der Funktion.

2) Das Intervall, aus dem w zur Erlangung einer minimalen Anzahl von Iterationen zu wahlen
ist, wird von mir im weiteren lopt genannt (Abb. 3.2b). Die Elemente von lopt heiBen
Wopt - Haufig ist es ausreichend, w aus einem Intervall !fastopt (Abb. 3.2a) zu wihlen,
fur dessen Elemente @ fastopt das SOR-Verfahren nur eine Iteration mehr als bei opti-
maler Wahl von w benttigt. Der Relaxationsparameter w, , fur den der Spektralradius der
Iterationsmatrix H(w) minimal ist, ist ein Element des Intervalls lopt.

3) Wahrend in der theoretischen Diskussion des SOR-Verfahrens versucht wird, ® so zu
wdhlen, daB der Spektralradius der Iterationsmatrix minimal ist, kommt es in der Praxis
auf die minimale Anzahl der benétigten Iterationen an. Besonders aus der Abbildung (3.2b)
ist ersichtlich, daB die Wahl eines zu kleinen Relaxationsparameters weniger starke Aus-
wirkungen auf die Anzahl der Iterationen hat als die Wahl eines zu groBen Relaxations-
parameters.
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In der Literatur wird w,, haufig mit bis zu fiinfstelliger Genauigkeit angegeben (z.B. Tabellen
in [4],5.177-185). Entsprechend miiBte zur Ermittlung eines Intervalls lopt nach dem oben
angefiihrten Verfahren das SOR - Verfahren 10.000 - mal gestartet werden. Da w, ein Element
von Ic>pt ist, ist darlUberhinaus eine genaue Bestimmung von w, nicht moglicht. Die groBe
Zahl von Tests zur Ermittlung der Intervallgrenzen von Iopt kann jedoch drastisch verringert
werden.

1) Aus der Folgerung (3.32) ergibt sich, daB das Intervall, aus dem w zu wihlen ist, ver-
kleinert werden kann. Nur fir we (0,0] mit 1< <2 ist das SOR - Verfahren konvergent.
Da das SOR-Verfahren fir w=1 dem GauB - Seidel - Verfahren entspricht (Kapitel 3.4)
und die Funktion S(H(w)) monoton fallend ist (3.31), genugt es, den optimalen Relaxations-
parameter im Intervall [1,0];1¢ ® <2 zu suchen. Wegen Satz (3.31) empfiehlt es sich
bei der Suche nach W ot auBerdem, von w=1 zu htheren Werten voranzuschreiten.

2) Eine weitere Verminderung der Tests 148t sich durch Intervallschachtelung erreichen.
Man beginnt die Tests mit einem w, das sicher kleiner ist als w, (z.B. w=1). Das Ver-
fahren konvergiert fur diesen Parameter nach Satz (3.42). Die Anzahl der lIterationen,
die benttigt werden, um das Abbruchkriterium zu erflllen, wird gespeichert. Anschlie-
Bend inkrementiert man w um 1/10 und wiederholt den Test. Die jetzt bendtigte Anzahl
von lterationen wird mit der aus dem vorherigen Test verglichen. Gespeichert werden
das Minimum der beiden Anzahlen und der zugehdrige Relaxationsparameter. Diese Pro-
zedur wird solange durchlaufen, bis die Anzahl der Iterationen groBer ist als die im
Test vorher. Ausgehend von dem w, das zum ersten Mal die minimale Anzahl von Itera-
tionen lieferte, wird eine neue Testreihe mit einem Inkrement von 1/100 gestartet. Der
optimale Relaxationsparameter wird abschlieBend aus dem Mittelwert der unteren und
der oberen Intervaligrenze des ermittelten Intervalls !opt berechnet.

Bemerkungen:

1) Ist das Intervall IOpt sehr klein (lwopt1_wopt2 l< 1/100 ), so kann es passieren, daB
das Intervall durch den vorgestellten Algorithmus nicht bestimmt wird, weil es durch das
gewdhite Raster falit. ErfahrungsgemsB ist das Intervall Ifas,cc>pt jedoch wesentlich gréBer
und wird daher sicher bestimmt (siehe auch (Abb. 3.2a)).

2) Fur die praktische Anwendung ist die Bestimmung von Wope Mit zweistelliger Genauigkeit
ausreichend, da kleine Abweichungen auch nur kleine Auswirkungen auf die Anzahl der
Iterationen haben (siehe die Abbildungen (3.2)). Eine hdhere Genauigkeit wiirde bei der
Bestimmung von Wopt 2U Rechenzeiten filhren, die in keinem Verhiltnis zur erzielten
Wirkung stehen wiirden.

Dieses Verfahren ist sehr intuitiv, liefert aber auf jeden Fall Parameter, mit denen die Anzahl
der lterationen minimiert werden kann. Es ist als Methode 1 im Programm GWF implementiert.
Ein &hnliches Verfahren wird in [7] (S. 237 - 241) vorgestellt.

Wahrend das oben vorgestelite Verfahren auf alle linearen Gleichungssysteme angewendet
werden kann (wenn diese konvergieren), beschrinken sich die beiden ndchsten auf Systeme,
deren Koeffizientenmatrizen konsistent geordnet sind.
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3.7.2 Bestimmung von opt Mit dem Satz von Young (3.39) (Methode 2)

Ist die Koeffizientenmatrix des LGS eine konsistent geordnete L-Matrix, und sind die Eigen-
werte von J reell und S(J) < 1, dann 148t sich der Satz (3.39) anwenden. Der optimale Relaxa-
tionsparameter w, kann mit diesem Satz explizit bestimmt werden, wenn der Spektralradius
der Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens bekannt ist. Der Spektralradius einer Matrix A
ist dabei durch ihren betragsmiBig groBten Eigenwert bestimmt (3.6). Eine hinreichend genaue
Abschétzung flir den Spektralradius einer Iterationsmatrix T, die genau einen dominanten
reellen Eigenwert besitzt, 148t sich durch die sogenannte "Potenzmethode” ermitteln
([81,5.187). Bei der Potenzmethode wird der dominante Eigenwert durch den Quotienten
zweier in einer beliebigen Norm genommenen Vektoren abgeschitzt. Die Vektoren sind dabei
wie folgt definiert:

(3.47) g (k+1) i y (k1) o (k)
Mit (3.3) 1aBt sich fiir die Losungsvektoren x (k) und x (k*1) auch schreiben:
(3.48) x(K) = T (k=1 +e bzw. x(k*+1) = Tx k) 4o

Mit den Gleichungen (3.48) ergibt sich fiir den Vektor e(k+1):

(3.49) k¥ = Ty (k) po = (Tx(k=1 4 ¢)
- Tx(k) - Tx(k—1)
= T(x (k)= x (k=1))

Te(k)

Flbrt man die Betrachtungen in (3.49) analog fiir e ‘<), ek~ ysw. durch und setzt die
erhaltenen Fehlerwerte nacheinander in (3.49) ein, so ergibt sich schlieBlich:

(3.50) etV = Telk) = 2ok-1) = = Tk+lg(0)

Der Vektor e kann nun als Linearkombination der Eigenvektoren v ,v_,...,v_ von T be-
schrieben werden:

(3.51) e (0 =a, v, ta,v, . ta v,

Mit den zugehérigen Eigenwerten A, (gemdB Tv, = X,v, ;i =12,..n) kann jetzt die Gleichung
(3.50) ersetzt werden durch:

(k+1) _— (k+1) (k+1) (k+1)
(3.52) e —a‘k1 v1+a2)\2 Vo teota A Vi

Ist A, der betragsmiBig groBte Eigenwert von T, so folgt fur groBe k unter Vernachldssigung
von Termen mit kleineren Potenzen ([8], S. 188):

2] fan v ]
S I ER SN

(3.53) Ix,]=sm

Mit der Maximumsnorm fir Il - Il 148t sich nun ein Algorithmus fur die Spektralradius - Ab-
schatzung der lterationsmatrix T eines iterativen Verfahrens zu Losung linearer Gleichungs-
systeme formulieren:
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(3.54) 1) Wihle einen Startvektor x°; i=1,2,....n

i
2) x{ = Tx@4¢ { Verfahren }
3) maxab(1) := miaxlxi(”— x {©) ' uber alle i =1,2,...,n

4) Setze A M:=2 | dies gewahrleistet, daB das Abbruchkriterium nicht schon im
ersten Schritt erfullt ist.

5) k=1
6) k:i=k+1
7) x(k)z Tx(k—1) +c

8 maxab(k) = m?x X

(k) - _maxab(k)
9 A maxab(k-1)

10) Wiederhole die Schritte 6,...,10 bis [A ) = X (k=D c ¢
1M S(T) = A

(k) _ o (k=1)
i Xy ,

Mit Hilfe dieses Algorithmusses kann jetzt der Spektralradius der lterationsmatrix J des
Jacobi - Verfahrens abgeschitzt werden und damit auch nach Einsetzen in (3.39a) den Relaxa~
tionsparameter w . Die Abschéatzung fiir w,, wird dabei umso genauer, je kleiner die Abbruch-
schranke € bei der iterativen Abschitzung von S(J) gewahlt wird.

Mit Hilfe eines weiteren Satzes kann die Anwendung des Jacobi - Verfahrens (und damit seine
tmplementierung) im Algorithmus (3.54) umgangen werden:

Satz ([1], S. 254f)

(3.55) A sei eine konsistent geordnete Matrix und w# 0. Dann gilt

(3.55a)  a) Mit y ist auch -u Eigenwert von J.

(3.55b) b) Falls u Eigenwert von J ist und (A\+w-1)2 = Aw?Zu? gilt, dann ist A Eigen-
wert von H(w).

(3.55¢) c) Falls X 20 Eigenwert von H(w) ist und (A+w-1)2 = Aw2u? gilt, dann ist y
Eigenwert von J.

Bemerkung:
Fir w=1 erhalt man insbesondere A= p2. Damit gilt wegen (3.6) auch

(3.56) S(H(w=1) =3sWU)=2,

Die Potenzmethode kann also mit dem SOR-Verfahren mit w=1 durchgefiihrt werden. Der
Algorithmus (3.54) liefert eine Abschitzung fiir den Spektralradius von H(w=1). Dieser ent-
spricht wegen (3.56) dem Quadrat von S(J) und kann darum direkt in (3.39a) eingesetzt

werden.

3.7.3 Methode nach Carré ([8], S. 200 ff)

Young fand, daB die Konvergenzgeschwindigkeit von (3.53) gegen S(J) fir praktische An-
wendungen zu gering ist ([8],5.199). Die Anzahl der bendtigten Iterationen zur korrekten
Abschédtzung von S(H(w=1)) ibersteigt hiufig sogar die, die das SOR-Verfahren mit dem
optimalen Relaxationsparameter zur L8sung des eigentlichen Problems braucht.
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Carré bearbeitete deshalb den in 3.7.2 dargesteliten Algorithmus und erreichte eine hohere
Konvergenzgeschwindigkeit.
Dazu I8ste er die in Satz (3.55) aufgestellte Gleichung (3.55b) nach U max auf und erhielt:

2

u? :(xmax+w_1)
max 2
)‘maxw

(3.57) = 5(J)*?

Der in (3.57) benutzte dominante Eigenwert der Iterationsmatrix des SOR-Verfahrens
A max Wird dabei nach wie vor mit dem Algorithmus (3.54) abgeschatzt. Durch Verwendung
eines Relaxationsparameters w> 1 verbessert sich die Konvergenz gegen S(J)2. Dabei ist zu
gewdhrleisten, daB w stets kleiner als wy ist, da nur dann der dominante Eigenwert der
Iterationsmatrix reell ist ({81, S. 200).

Der bei der Abschitzung von A max emachte Fehler hat groBe Auswirkung auf den mit (3.57)
zu berechnenden Wert S(J) 2. Das Verfahren von Carré wiederholt daher die Bestimmung von
w,, solange, bis zwei aufeinanderfolgende Abschitzungen ein Konvergenzkriterium erfiillen.

Nach der Bemerkung zur Abbildung (3.2) reicht w1 - ;)| ¢ 0.1 aus.

Das vollstandige Verfahren von Carré zur Bestimmung eines optimalen Relaxationsparameters
lautet ([81,S.202)

(3.58) 1. Eine Iteration mit w=1. Diese Iteration liefert zunichst eine ziemlich rauhe Ab-
schéatzung der Losung der PDG. Wahle k:=1.

2. Mit einem Relaxationsparameter w (k) werden 12 Iterationen ausgefihrt. Dabei
ist darauf zu achten, daB w %) kieiner als wy ist. Carré schldgt als "Startpara-
meter” w(© = 1.375 vor.

3. Bestimmung von X\ __  mit (3.54)

4. Bestimmung von & (K) «~ w, mit (3.39a)

5 k=gt - (2 - C’)(k>)/4. Diese von Carré empirisch ermittelte Korrektur
erhht die Konvergenz gegen w, und verhindert gleichzeitig das w> Wy
wird.

6. k:=k+1; Mit dem berechneten Wert ©‘*~" wird bei Punkt 2 fortgefahren.

Die Schleife 2-6 ist abzubrechen, wenn zwei aufeinanderfolgende Berechnungen

von  ein Abbruchkriterium erfullen (z.B. Iw(k"” - w(")l < 0.1).

Bemerkungen:

Carré empfiehlt seine Methode fiir Probleme, bei denen der optimale Relaxationsparameter
im Intervall [1.5, 2) liegt.

Bei praktischen Versuchen zeigte sich, daB das von mir implementierte Verfahren von Carré
nur wenig schneller als die Methode 2 einen optimalen Relaxationsparameter bestimmt.
Dieser Parameter ist darliberhinaus deutlich kleiner als der mit der Methode 2 berechnete.
Der daraus resultierende Anstieg der Anzahl der Iterationen macht den kleinen Zeitvorteil
fast wieder wett (siehe Beispiele). Wahrscheinlich wird jedoch fur groBe lineare Gleichungs-
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systeme (nx,ny>100) die Konvergenz von (3.54) sehr schlecht sein und damit das Carré-
Verfahren uberlegen sein. Aus Speicherplatzgriinden habe ich mich in Anlehnung an Kinzel-
bach auf Gitter mit maximal 20x20 Knoten beschrankt. Ein deutliches Herausarbeiten der
Vorteile des Carré - Verfahrens war daher nicht moglich.

3.7.4 Abschitzung von w, nach Moler ([8],S.199)

Wiéhrend die bis jetzt vorgestellten Verfahren zur Wahl eines optimalen Relaxationsparameters
mehr oder weniger aufwendige und lange Berechnungen erforderten die teilweise in keinem
Verhiltnis zur eingesparten Berechnungszeit standen, ist die Abschatzung von Moler relativ
einfach.

Es giit

_ 2
(3.59) Wy, = 3

1+1.701
mit d  Abstand der Gitterlinien voneinander ( hier wird vorausgesetzt das gilt
d=Ax=Ay)
r  Radius eines Kreises, der die gleiche Fliche hat wie das betrachtete
Gebiet

Bemerkung:

Aus dieser Abschidtzung folgt, daB w,, fur sehr groBe Gebiete bei Wahl eines engen Gitters
gegen 2 strebt. Die Konvergenz des SOR-Verfahrens wird dann, da der Spektralradius der
lterationsmatrix sehr nah bei 1 liegt, flr eine praktische Durchfiihrung einer Simulation von
Grundwasserstréomungen nicht mehr ausreichen.

3.7.5 Beispiele zu den elnzelnen Verfahren

Fir den Vergleich von Verfahren zur Abschdtzung des optimalen Relaxationsparameters fiir
das SOR-Verfahren habe ich zwei Beispiele gewshlit, die jeweils ein quadratisches Gebiet
modellieren (siehe auch [61, S. 32 und die Datensitze "KAP_3_B1.DAT" und "KAP_3_B2 .DAT"
auf der beiliegenden Diskette). Die Gebiete grenzen an zwei sich gegeniiberliegenden Seiten
an einen See (bekanntes Potential auf dem Rand) bzw. an den beiden anderen Seiten an eine
Felswand (undurchldssiger Rand). In der Mitte der Gebiete befindet sich jeweils ein Entnahme-
brunnen. Die Beispiele unterscheiden sich nur in der Ausdehnung des Gebietes. Bei einer
dquidistanten Gitterweite von 100m ist das erste Gebiet 700 x 700 m groB, das zweite
1,.9x1,9km. Der Young-Test (siehe auch Anhang 3) liefert fir beide Koeffizientenmatrizen
der zugehorigen LGS die Aussage, daB es sich um konsistent geordnete Matrizen handelt.
Durch die gewshlte Anordnung der Rinder und des Entnahmebrunnens sind die Matrizen
dariberhinaus symmetrisch.

Mit den Beispielen soll vor allen Dingen die Giite der durch die verschiedenen Verfahren ge-
lieferten Absch&tzungen von w, dargestellt und Uberpriift werden. In den Tabellen ist darum
fiur jedes Abschitzungsverfahren die benttigte Testzeit, d.h. die Zeit, die das jeweilige Ver-
fahren zur Ermittiung der Abschitzung von w,, bendtigt, und der ermittelte Relaxationspara-
meter angegeben. Mit dem ermittelten Parameter w, wird dann das SOR-Verfahren zur
L8sung des Problems eingesetzt. Die Anzahl der lterationen, die zur Erfiillung des Abbruch-
kriteriums (e=0,001) bendtigt werden, sind in der vierten Spalte der Tabelle aufgefiihrt. In
der fiinften Spalte ist die Gesamtzeit, d.h. die Zeit, die fir die Ermittlung der Abschitzung
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plus der Rechenzeit zur Losung des Problems bendtigt wird, angegeben. Zur Kontrolle der
Gite der L8sung wird das Problem auch mit dem GauB-Jordan-Verfahren bearbeitet. In der
sechsten Spalte der Tabellen ist die maximale Abweichung aufgefiihrt, die zwischen der L8sung
des gewdhlten Verfahrens und der des GauB-Jordan-Verfahrens auftritt.

Bei der Methode 1 (Suche durch Versuch) wird in der Spalte 1 zusdtzlich der Startwert Wy
mit dem die Versuchreihe gestartet wird aufgenommen. Durch geschickte Wahl dieses Start—
wertes kann die Testzeit gegeniiber einem Startwert von w=1 drastisch verringert werden.
Der Startwert w=1 sollte nur verwendet werden, wenn Uberhaupt keine Informationen iber
das durch die Diskretisierung der Strémungsgleichung entstandene LGS vorliegen. Die
Methode 1 ermittelt die untere und die obere Grenze des Intervalls ‘opt bzw. 'fastopt und er-
mittelt v, als arthmetisches Mittel dieser beiden Werte. Die intervaligrenzen sind daher zu-
sétzlich zum Relaxationsparameter w, in Spalte 3 angegeben.

1) 7 x7 - Gitter

Anzahl der Maximale Abw.
Verfahren Testzeit W, Iterationen | Gesamtzeit | zum GJ-Verf.
Methode 1 125 sec. | 1,43 30 130 sec. 0,0015
we =130 1,35 — 1,51
Methode 2 2,30 sec. | 1,46 29 7,02 sec. 0,0017
Carré 1,85 sec. | 1,31 31 6,87 sec. 0,0022
Moler 0,01 sec. | 1,33 31 5,03 sec. 0,0019
GauB - Jordan - - - 2,84 sec. -~

2)  19x19-Gitter

Anzahl der Maximale Abw.
Verfahren Testzeit Wy lterationen | Gesamtzeit | zum GJ-Verf.
Methode 1 2529 sec. | 1,71 104 2674 sec. 0,0057
wg =1,60 1,69 — 1,72 (45 min.)
Methode 2 41,1 sec.| 1,69 105 189,1 sec. 0,0058
Carré 32,4 sec.| 1,67 106 181,8 sec. 0,0063
Moler 0,01 sec. | 1,71 104 146,7 sec. 0,0055
GauB - Jordan - - - 102,7 sec. -

Im direkten Vergleich von Verfahren zur L8sung groBer linearer Gleichungssysteme wie sie
bei der Modellierung von Grundwasserstromungen in einem Gebiet zu I8sen sind, zeigen sich
jetzt sowohl bei der Anwendung von direkten (z.B. GauB-Jordan) als auch von iterativen Ver-
fahren (z.B. SOR) Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren. So liefert das GauB-Jordan-
Verfahren das Ergebnis einer Berechnung bei den hier betrachteten Beispielen schneller und
genauer (Aufgrund der eingegebenen Parameter muBte die Losung symmetrisch sein. Nur die
mit dem GauB-Jordan-Verfahren errechnete Losung erfilllte diese Bedingung). Ein Nachteil
dieses Verfahrens ist jedoch sein enormer Speicherplatzverbrauch. So ist bei einem Gebiet,
das in x-Richtung mit nx Gitterlinien und in y-Richtung mit ny Gitterlinien Uberzogen wird,
ein LGS mit nx - ny Unbekannten zu I6sen (siehe auch Kapitel 2). Fiir die Koeffizientenmatrix A
braucht man selbst bei Wahl einer platzsparenden Speicherung der bendtigten Matrixelemente
([61,S.40) einen Speicherbereich mit (2nx+1)-(nx-ny) Eintrdgen. Bei einem Gebiet mit
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50x 50 Gitterpunkten miiten also 252.500 Werte gespeichert werden. Multipliziert man diese
Zahl mit dem internen Speicherverbrauch pro Realzahl (beim ST Pascal Enwicklungssytem der
Firma CCD : 6Byte), ergibt sich ein Speicherverbrauch von ca. 1,45 MByte. Auf einem PC
unter dem Betriebssystem MS-DOS wire damit eine Bearbeitung von Gebieten dieser GréBe
und Aufldsung mit dem GauB-Jaordan-Verfahren ohne weiteres nicht moglich.

Dieses Problem hat man bei der Verwendung des SOR - Verfahrens ((3.22) mit (3.46)) nicht.
Hier braucht das LGS nicht explizit aufgestellt werden, da der Algorithmus Gitterpunkt fiir
Gitterpunkt bearbeitet. Die Nachteile iterativer Verfahren, sind also eher in den mitunter sehr
langen Rechnenzeiten und bei der Erfiillung von notwendigen Konvergenzkriterien (z.B. (3.42))
zu suchen. Die Rechenzeiten sind dabei neben der Anzah! der Gitterpunkte vor allen Dingen
von der Anzahl der bendtigten Iterationen abhangig. Die Abschitzung des Relaxationsparameters
w,, fur das SOR- Verfahren mit der Methode nach Moler (3.59) zeigt, daB der, die Anzahl der
Interationen beeinfluBende, Spektralradius der Koeffizientenmatrix fiir sehr groBe Gebiete bei
gleichzeitiger enger Maschenweite des Gitters gegen 1 strebt. Die Konvergenzgeschwindigkeit
iterativer Verfahren sinkt dann stark ab, d.h. die Anzahl der bendtigten Iterationen steigt.

Ziel weiterer Uberlegungen muB es aus diesen Griinden sein, Verfahren zu entwickeln, die
die Vorteile beider Verfahrensklassen in sich vereinigen (glnstiger Speicherbedarf, kurze
Rechenzeiten) und die Nachteile elimieren. Kinzelbach stellt aus diesen Griinden das IADI-
Verfahren vor ([61,S.54ff). Das IADI-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, welches von
Prickett und Lonnquist 1971 auf der Basis des ADI-Verfahrens von Peaceman und Rachford
(1955) entwickelt wurde. Im Rahmen dieser Arbeit werden diese beiden Verfahren nicht be-
handelt. Im Programm GWF sind sie jedoch implementiert.
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4. Ein einfaches Analo(?modell fiir die Behandlung stationirer Grundwasserstréme
in gesdttigten Grundwasserleitern

Neben den diskretisierenden mathematisch-numerischen Modellen zur Simulation von Grund-
wasserstrémungen gibt es eine Reihe von Mbglichkeiten der Simulation mit Hilfe analoger
Modelle. Davon soll hier nur auf die Simulation mit Hilfe elektrischer Netzwerke eingangen
werden. Bei diesen Modellen werden die Stromungen durch elektrische Stréme simuliert,
Widersténde reprisentieren die lokalen Transmissivitaten und Kondensatoren driicken an
den einzelnen Knotenpunkten des Netzwerkes die Speicherfahigkeit des Gesteins aus.

Im Folgenden wird der Einfachheit halber nur der Fall einer stationdren Situation behandelt.
In stationdren Situationen bleiben die zu betrachtenden Potentiale in den Knoten des Netz-
werks iber den Betrachtungszeitraum konstant. Zeitabhangige Bauelemente wie z.B. Konden-
satoren brauchen darum nicht in das Netzwerk eingebaut werden. Dies vereinfacht den
Versuchsaufbau erheblich.

4.1 Aquivalenz von Widerstandsnetzen und Differenzengleichungen der Diskretisierung fur
stationdre Situationen

Fur die Behandlung eines GrundwasserfluBes in einem gespannten, gesdttigten, inhomogenen

und anisotropen Grundwasserleiter wurde im 1.Kapitel die Gleichung

m3
> oh), o L oh s 7
(1.36) 3 (Tx(x,y) ax>+ 3y <Ty(x,y) ay) qlx,y) + S(x,y) ot [ mZ :}

ax
aufgestellt. In einer stationdren Situation bleibt die Standrohrspiegethdhe h iiber dem Be-
trachtungszeitraum At konstant. Aus (1.36) folgt dann

m3
) oh), o oh) s
(4.1) I <Tx(x,y) r)x>+ 3y <Ty(x,y) c)y) q(x.,y) [mz:)

Nach der Diskretisierung dieser Gleichung und der Einfuhrung einer neuen Notation flir die
lokalen Transmissivititen ergab sich im 2.Kapitel die Differenzengleichung (2.33), die aus-
geschrieben und umgestellt lautet:

TJ -1 (W'J‘1 - W ) TJ 1) (w‘,j+1 - wi,j)

“.2) (a2 (Ax)2 .
. T! -1, (W‘_1,j - W ) . Ti i) (WH_M - Wy ) . I:%:!

(Ay)? (Ly)? Y | Tm?

Um die Stomungsgleichung mit einem elek- (Abb. 4.1) *'

trischen Netzwerk I8sen zu kdnnen, betrachte Fqu L =

man zundchst die nebenstehende Abbildung RYI-U

(4.1). In dieser wird ein Knoten eines Netz- I, |

werkes dargestelit. Fir jeden Knoten ist nach Wl D

dem 1. Kirchhoff'schen Gesetz die Summe aller RX,_J_1 RX;J

zu- und abflieBenden Strome gleich Null RYI.J

([11, 5. 252). AbflieBende Stréme tragen dabei
ein negatives Vorzeichen.
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Mit Hilfe des Ohm'schen Gesetzes ([1],S.248) I48t sich jetzt fur die Bilanz der Strome
im Knoten i,j die folgende Gleichung aufstellen
U1~ Yy . Ui~ Yy . Uiy~ Uiy . Uiery~ Yy

RX, 4 RX,, RY, 1, RY,,

(4.3) =~ 1q,; [A]

U  Spannungen [ V]

RX  Widersténde in x-Richtung [ Q]
RY Widerstinde in y-Richtung [ Q]
lg  zu- oder abflieBender Strom [A]

Die Gleichungen (4.3) und (4.2) sind von gleicher Struktur. Mit einem elektrischen Netzwerk
konnen daher zum mathematischen Modell vergleichbare L&sungen der Strémungsgleichung
ermittelt werden, wenn die folgenden Zusammenhénge gelten ([21,S.147):

(4.4a) 1) Die Spannungen U,,J sind proportional zu den Niherungswerten Wi der Grund-
wasserpotentiale hl’j.

(4.4b) 2) Die Widerstiande RX und RY sind umgekehrt proportional zu TJ/(Ax)2 bzw. zu
Ti/(Ay) 2.

(4.4c) 3) Der Strom Iq; ; ist der zu- bzw. abflieBenden Menge Wasser pro Zeiteinheit und
pro Fldache proportional.

4.2 Skalierung des analogen Modells
Um die im analogen Modell gemessenen Spannungen mit den berechneten Potentialen des
digital-numerischen Modells vergleichen zu k&nnen, muB das analoge Modell zunidchst skaliert

werden.

Der erste zu ermittelnde Skalierungsfaktor F, ist die Proportionalitdtskonstante zwischen der
gemessenen Spannung U und dem berechneten Potential w. Es folgt aus (4.4a)([2],S.147)

U

- _ L V
(4.5) Ui,j = F1 . Wi,j & F1 = "———w” [_ﬂ"T]

Fur den zweiten Skalierungsfaktor F, folgt aus (4.4b) ([2],S.147)

T, RX. -TJ, q.m=
hj . 1 _ i.j i S - 0
(4.6a) Aa? - Fe R, = F, A7 5 [ ]
bzw. — _ m2
Tl -TI, o-mn-
L NS, —s Flo 1 s_ |.ra
(4.60) (Ay)® 2 RY:, 2 (Ay)® L m2 [ ]

SchiieBlich folgt fiir den dritten Skalierungsfaktor F, aus (4.4c) ([2],S.148)

Iq[
- = A -[As
(4.7) lg;; = Fy- a;, = Fy = a, ,:ma/s J = [ m]
mZ
Wenn die Ergebnisse der Gleichungen (4.5) und (4.6) zur Probe in die Gleichung (4.3)
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eingesetzt werden, so ergibt sich

J i1 (F1 (Wi,j—1"wi,j)) s TJi,j (F1 (Wi,j+1°wi,j))
F,- (Ax)? F,- (Ax)Z

Ty - (Ftwiy = w ) Ty (Rt = wy ) _
F,  (Ay)? F,  (Ay)Z

(4.8)

+

- lq;; [A]

Werden die Skalierungsfaktoren F, und F, auf die rechte Seite der Gleichung (4.8) gebracht,

so stehen auf der linken Seite der Gleichung nur noch stromungsmechanische GroBen.

m3
S ]
2

Damit muB die rechte Seite bei in sich konsistenter Skalierung gleich -g, i [m3/s/m?2]

TJ

. (Wi.J—1 -wu)
(Ax)?2

-1

) 2
(4.9 R L

sein: .

(4.10) - —F—j— g = - ay [’?n%"]

Wegen (4.7) folgt daraus auch, daB gilt:

(4.1 Y g =_F1_[_A_s_]
@ F, Q F

S

Damit zeigt sich, daB F, durch die Wahl von F, und F, bereits festgelegt ist, d.h., es reichen
zwei Faktoren zur Skaherung des analogen Modells aus.

4.3 Behandlung unterschiedlicher Randbedingungen im analogen Modell
Wie schon in Kapitel 2 ausgefiihrt, muB das Modell in der Praxis zwei verschiedene Typen

von Randbedingungen realisieren k&nnen.

Die Modellierung einer Dirichlet-Randbedingung, d.h., falls der Wert der L&sungsfunktion
auf dem Rand bekannt ist, bereitet dabei keine Schwierigkeiten. In einem elektrischen
Netzwerk braucht lediglich ein festes Potential Uber eine direkte (evtl. mit einem Wider-
stand versehene) Zuleitung von der Spannungsquelle in dem Randknoten, dessen Potential
bekannt ist, erzeugt zu werden.

Bei der Modellierung einer Neumann'schen Randbedingung oh/dR| = = q, muB im Netzwerk
selbst eine Verdnderung vorgenommen werden. Die Abb. (4.2) zelgt eine Situation, die
(Abb. 4.0) U, entsteht, wenn der Punkt O (in globaler

i Indizierung) auf dem Rand liegt. Der FluB
durch den Rand sei dabei bekannt
(c)h/c)y Io = qo). Wie der Abbildung zu
entnehmen ist, fallt der Arm 2 mit dem
Potential U, an seinem Ende in diesem
Diskretisierungsstern weg.

Wiirde der Arm 2 existieren, d.h., wenn
es einen virtuellen Arm gibe, und die
Bedingung U,= U, erfilllt ware, dann ergibe sich mit (4.3) fir den Netzwerkknoten O in
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globaler Indizierung:

U, - 20, +0, 0, - 20, +0
_ - 3 o) 1 4 o) 2
(4.12) g, RX * RY _ o o
u, -2u, +U U, -2U, +U
- 3 o 1 4 0 4
- RX * RY LAl
mit U, Spannungen im Stern mit virtuellen Arm
Fehit der Arm 2, so ergibt sich:
Uu,-2U_+U u,-u U,-2U0_+U u,- 2U_+U
_ . =3 0 1 4 o . "3 o 1,1 Za o “-a
(4.13) 9, X M . * 3 Y, [A]

mit U, Spannungen im 3-armigen Randstern

Sollen die in (4.12) und (4.13) auftretenden Potentiale G, und U, an den Knoten 1,3 und 4

gleich sein,ohne daB die GréBen lq, Uy
angepaBt werden. Mit

und RY verdndert werden, so muB RX multiplikativ

U, - 2U, +U
RY

4

b =

u, -2U_ +U
= 3 o 1
a RX und
folgt aus (4.12)
(4.14) -lg, =a+b
und aus (4.13) mit einem Korrekturfaktor x am Widerstand RX
_ 1 1

(4.15) —Iqo—;-a+-2--b

Fir den Sonderfall eines undurchlissige
(4.16) a=-b
und damit aus (4.15) und (4.16)

(417)  5b=Lb e x=2

n Randes, d.h. Ig, =0, folgt aus (4.14)

Durch Verdopplung der Widerstandswerte in x-Richtung ist also ein in y-Richtung un-
durchldssiger Rand mit einem dreiarmigen Randstern modellierbar.

Bei der Modellierung eines Randes mit der Neumann'schen Randbedingung oh/dR| = g, 2 0

(o]

kann nicht auf die zusitzliche Beziehung Iq=0 zuriickgeriffen werden, die eine Festlegung
des Faktors an RX ermoglichen wiirde. Es ist jedoch auch in dieser Situation mdglich, einen
dreiarmigen Stern mit verdoppelten Widerstianden RX wie zur Realisierung eines undurchlas-
sigen Randes zu verwenden, wenn der RanddurchfluB q, durch eine externe Spannungsquelle
erzwungen wird. Der Strom lq, der in den Knoten hinein- oder herausflieBen soll, kann

(Abb. 4.3) X

durch die folgende Versuchsanordnung geliefert wer-
den (Abb. 4.3). Uber eine (richtig gepolte) externe
Spannungsquelle U, flieBt iber einen (regelbaren)
Vorwiderstand genau der Strom lq, in den Knoten O
hinein oder heraus, der der Menge Wasser q ent-
spricht, die an dieser Stelle des Gebiets zu- oder
abflieBen soll.
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4.4 Ein Beispiel

Zur UberprUfung der Resultate von digital-numerischen Modellen durch den Vergleich mit
den Resultaten von analogen Modellen auf der Basis elektrischer Netzwerke habe ich die in
[2, S.139 ff] dargestellte Versuchsanordnung nachgebaut. An dieser Stelle folgen nur die
Definition des in den Vergleichsrechnungen benutzten Anwendungsbeispiels, die Berechnung
der bendtigten Skalierungsfaktoren und der grundsétzliche Versuchsaufbau. Ein vollstandiges
Versuchsprotokoll mit der Darstellung aller Versuchsdetails und der durchgefiihrten Messungen
befindet sich im Anhang 2 dieser Arbeit.

4.4.1 Das Anwendungsbelspiel

Betrachtet werden soll ein 10km x 6km groBes Gebiet, das an seinen Léngsseiten von un-
durchldssigem Gestein begrenzt wird. Die 6stliche Seite grenzt an einen See, das Grund-
wasserpotential ist somit an jeder Stelle des Ufers bekannt (Om). Von der westlichen Seite
des Gebietes ist nur bekannt, daB ein iber die gesamte Breite gleichmiBig verteilter Zu-
strom von 6500 m?® Wasser pro Tag in den gespannten Grundwasserleiter zu verzeichnen
ist. Die Transmissivitaten T, und Ty sind an jeder Stelle des homogenen und isotropen
Grundwasserleiters bekannt (T, = Ty = 900 m2/d). Innerhalb des Gebietes sollen zwei
Entnahmebrunnen betrieben werden (Q,: x =8km, y=2km, Q = - 4500 m3/d; Q,: x= 4km,
y= 4km, Q = -1500 m=3/d).

(Abb. 4.4)
undurchlassiger Rand
Y
| §
o Q1
- 6 km See
6500 m3/d 0Q, l
LT,

fe—— 10 kn ———]

4.4.2 Modellierung des Anwendungsbeispiels

Zur Modellierung des Beispiels wird zunichst das Gebiet mit einem Gitter Uberdeckt. Der
Einfachheit halber ist die Gitterweite Aquidistant gewdhlt (Ax = Ay = d = 1000 m). Das
Modell besteht demzufolge aus 7 Zeilen und 11 Spalten bzw. 77 Knoten. Die Transmissivi-
tdten werden in dem entstehenden Netz durch Widerstinde repréasentiert (Abb. 4.5).

..............

(Abb. 4.5) —& yraa I (Eine genaue Erkldrung

: : aller verwendeten Schalt-
zeichen befindet sich im
Anhang 2)

000
OO
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Fir die einzelnen Widerstinde R zwischen den Knoten des Netzes wurden Widerstandswerte
von 10 K() gewdhlt. Mit den Gleichungen (4.6) ergibt sich damit fiir den Skalierungsfaktor

F,:
_R-T _10:10%-900 __ raQ
(“418) =g = e =0 [ 2]

Entsprechend den Ausflihrungen in Kapitel 4.3 und der Gleichung (4.17) missen die Wider-
standswerte in Zeile 1 und Zeile 7 verdoppelt werden. Im Versuch wurden daher fir die auf
den undurchldssigen Réndern liegenden Widerstiande Werte von 20 KQ verwendet.

Soll das elektrische Potential U [V] zahlenmaBig der digital-numerisch berechneten Stand-
rohrspiegelhthe entsprechen, so ist F, = 1 [V/m] zu wihlen. Damit ergibt sich fur die zu-
und abflieBenden Stréme:

1 QEintra 1 6500

(4.19a) lEintrag = § . —-"d-;— = 5 . Téao—z = 0,722 mA
1 Q 1 4500
4.19b [ o= —. = —. 22 -
@I8b) o = 5 e T 5 o007 = 05 MA
_1 Q1 1500
(4.19¢) o, 5 T 5 o007 - 0167 mA

Die fur die Durchfiihrung des Versuchs erforderliche Spannung 4Bt sich aus dem Gesamt-
widerstand des Netzes und dem Eintragsstrom !Emtrag berechnen. Zu Ermittiung des
Gesamtwiderstandes des Netzes wird fir dieses zunichst eine Ersatzschaltung ohne Brunnen-
stréme erstellt. Ohne die Brunnenstréme flieBen im Netz keine Querstrome. Eine Ersatz-
schaltung kann dann wie in Abbildung (4.6) dargestellt aufgebaut werden. Die Ersatzwider-

(Abb. 4.6) stdnde R, ... R, werden durch die Reihen-
Ry schaltung von je 10 Widersténden der GroBe
Rva Res R gebildet (hier 10 KQ). D.h., R, = 10R

fur alle i = 2,...,6. Fur Reg, und R, ergibt
: : sich analog bei Wah! eines Widerstands-
) werts von 2R (hier 20 KQ): R, = Re,

AR = 20R.
A li Die Vorwiderstande R,,, (i = 1,2,...,7) er-
Eintrag mdglichen eine Aufteilung des Gesamt-
stromes (I ) auf die Ersatzwider-

Eintrag
stinde REi (i = 1,2,...,7). Werden fur die Vorwiderstinde RV2""RV5 Werte von 10R

bzw. von 20R fir Ry und Ry, gewihit, so ergibt sich fir den Gesamtwiderstand des
Netzes:
1 1 1 1 5 2

(4.20) = + +o.,F = +
RNe,(z RV,+RE1 RV2+REz Ry, *Rg, 10R+10R 20R +20R

_ 5 1 _ 6 1
-~ 20rR " 20R T 20R [—0“]

Mit dem fiir R gewdhiten Wert von 10KQ ergibt sich somit der Gesamtwiderstand des
Netzes zu:
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= 20 joka = 33.33 KO

(420 Rye, = %

Da der Gesamtstrom, der im Netz flieBt, gleich dem Strom IE,ntrag sein soll, folgt nach
dem Ohm'schen Gesetz fiir die anzulegende Spannung Unetz

(4.22)  Upg, = 0,722 mA - 33,33 KQ ~ 24V

Durch die Verwendung einer zweiten Spannungsquelle Ugrunnen kann die Modellierung der
Brunnen gem&B der Abbildung (4.3) durchgefiihrt werden. Zu beachten ist dabei, daB der
Diskretisierungsstern anders als in Abbildung (4.3) dargestellt in den gewihlten "Brunnen-
knoten™ vollstindig ist.

Bemerkung:
Bei der Versuchsdurchfiihrung mit den die Entnahmebrunnen simulierenden Stréme lg, und

lg, wird die Spannung Unetz SO geregelt, daB der Strom 'Elntrag genau 0,722 mA betrigt.
Da die zweite Spannung Ugrunnen €inen EinfluB auf den Gesamtstrom hat, ist die anzu-
legende Spannung Unetz €her kleiner als 24 V.

Bei der Spezifikation des Voltmeters, welches zur Aufnahme der Potentiale dient, ist auf
einen mdglichst hohen Innenwiderstand zu achten. Je hoher der Innenwiderstand ist, desto
kleiner wird der MeBstrom, der die Messung verfdlscht. Fiir den MeBstrom eines Digital-
voltmeters | __o gilt nach dem Ohm'schen Gesetz in allen SpannungsmeBbereichen

U
- mefB
(4.22) ' mes = R
1
mit R. Innenwiderstand des Digitalvoltmeters im SpannungsmeBbereich

mep gemessener Spannungsabfall

Fur die von mir gemessenen Spannungen < 10V und einen Innenwiderstand des Digitalvolt-
meters von 10MQ, ergibt sich ein | mes VOn < 1uA. Dieser die Messung verfilschende
Strom entspricht einem Entnahmebrunnen mit einer Forderleistung von < 9 m3/d und da-
mit weniger als 0,6% der Forderleistung des kleinsten Brunnens im Experiment.

Fur die Messung der Strome sollten ebenfalls Digitalvoltmeter (im StrommeBbereich) ver-
wendet werden, da diese eine sehr genau Einstellung der zu- und abflieBenden Strome er-
lauben. Dartiberhinaus ist das Preis / Leistungsverhiltnis dieser Gerite heute hther als bei
in der MeBgenauigkeit vergleichbaren AnalogmeBgeriten.

4.4.3 Versuchsergebnisse

Die Versuchsdurchfilhrung ergab fiir die einzelnen Knoten des Netzwerkes die im folgenden
dargestellten Spannungen (4.24). Diese sind, da F, = 1 [V/m] gewahlt wurde, direkt als
im Grundwasserleiter herrschende Standrohrspiegelhthen iiber einer Bezugsebene (See-
spiegel) interpretierbar.
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(4.24) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8,71 7,53 637 521 4,09 3,02 198 101 0,26 0,03
8,72 7,54 6,36 520 4,08 3,00 195 0,91 -0,00 -0,06
8,72 7,52 633 515 4,01 296 1,89 0,68 -1,12 -0,29
8,70 7,50 6,28 507 387 292 198 103 0,5 0,03
8,70 7,46 6,23 4,95 3,47 287 2,09 131 064 0,26
867 7,46 6,24 503 386 2,99 2,20 1,47 0,85 0,38
8,66 7,45 6,25 507 3,96 3,05 2,24 1,52 0,91 0,42

(Die fett geschriebenen Werte reprisentieren die Knoten, bei denen ein Strom
abgeflihrt wurde, d.h. ein Brunnen modelliert wurde.)

NOOdWN —-
lololNoNoNolNole M-

Um zwei Matrizen miteinanden vergleichen zu kénnen, ist im von mir entwickelten Programm
GWF eine entsprechende Prozedur implementiert. Die zu untersuchenden Matrizen werden
eingelesen und dann voneinander subtrahiert. Beim Vergleich der gemessenen Werte mit den
durch das Programm STATIONAER digital-numerischen berechneten ergab sich das folgende
Ergebnis:

(4.25) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 -0,04 -0,03 -0,01 -0,01 -0,01 -0,00 -0,00 -0,01 -0,00 -0,00 O
2 -0,03 -0,01 -0,00 -0,01 0,00 -0,00 0,01t 0,00 0,00 0,00 0
3 -0,001 -0,00 -0,00 -0,00 -0,00 0,00 0,00 0,00 -0,00 -0,00 ©
4 0,00 0,00 -0,00 0,00 0,00 0,00 -0,00 0,00 0,00 -0,00 ©
5 0,02 -0,00 -0,00 -0,001 -0,00 0,00 0,00 0,00 -0,00 -0,01 ©
6 0,00 -0,00 -0,01 -0,00 -0,01 -0,01 -0,00 -0,00 -0,00 -0,01 ©
7 -0,00 -0,01 -0,00 -0,00 -0,01 -0,00 -0,01 -0,01 -0,00 -0,00 0

Bemerkungen:

1) Die Abweichungen folgen zum einen aus den MeBfehlern, d.h. der Sorgfalt, mit der der
Versuch durchgefiihrt wird (Einstellen der Stréme, Konstanz der Spannungsquelle, Giite
der MeBgerate), und zum anderen aus der Giite der Widerstinde.

2) Eine Berechnung mit dem Programm GWF fiihrt aus den in Kapitel 3 genannten Griinden
nicht zum gewiinschten Ergebnis. Unter Berlicksichtigung der abweichenden Modellierung
(Brunnenstandorte, Randlage) 148t sich jedoch eine in der Tendenz gute Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen der analogen Modellierung erkennen.

3) Die grtBte Abweichung zwischen den von mir gemessenen Werte und den in [2],S. 141
angegebenen, betrdgt 0,08 V.

Zur Kontrolle der Giite des Versuches kann eine Betrachtung der Strémungsbilanz dienen.
Mit der Gleichung (1.14) ergibt sich fiir die Berechnung der Flissigkeitsmenge, die zwischen
zwei benachbarten Punkten ausgetauscht wird

=-T.p.4h0
(4.26) Q=-T-b &y

Wird fur b der Wert Ay = 1000m und fir Al der Wert Ax= 1000m eingesetzt, so er-
gibt sich aus (4.26):

(4.27a) Q=-T-Ah

69



Analogmodell

Im Bereich der undurchldssigen Rander ist der betrachteten Grundwasserleiter nur 500 m
breit. Hier folgt ebenfalls aus (4.26):

(427b) Q=-L%-T-Ah

Fiihrt man die Bilanzrechnung fiir alle Knoten des westlichen (Eintrag in das Gebiet) und
des Ostlichen Randes (Austrag in den See) sowie fiir die beiden "Brunnenknoten” durch, so

liefert die Gesamtbilanz der Ein- und Austrige

(4.28) 6502,5 m23/d Eintrag in das Gebiet durch den westlichen Rand (QEintrag)
- 4518 m3/d Austrag durch den ersten Brunnen (Q,)
- 1503 m3/d Austrag durch den zweiten Brunnen (Q,)
- 490,5 m3/d AbfluB in den See

9 m3/d Fehler

Der Fehler in dieser Bilanz entsteht durch MeBfehler (Anzeigegenauigkeit der verwendeten
MeBgerate, Widerstinde der MeBleitungen etc.) und aus den Abweichungen der Widerstinde
zum angegebenen Wert. Der bei dieser Messung aufgetretene Fehler betragt 0,15% des
Gesamteintrages und ist daher vernachlédssigbar.

Mit Hilfe des von mir implementierten Programms GWF lassen sich die berechneten Werte
graphisch darstellen. Aus den drei zur Verfligung stehenden Darstellungen (lsolinienplot,
3D, Schnittgraphik) habe ich die Isoliniendarstellung gewihlt. Diese Prozedur ist eine An-
passung des Kinzelbach-Programms SAM5 [3, S.73 ff]l an die Graphikfahigkeiten des

ATAR! ST.
Die Linien der Graphik verbinden Punkte gleichen Potentials. Deutlich sind die beiden Ent-

nahmebrunnen in den Punkten X, =8km, y, = 2km und x, = 4km, Y, = 4km zu erkennen.
(Abb. 4.7) © 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 [km]
o o
1 -0,6m | + Brunnenstandort
=1,1m
s P)
3 1 s
4
5 -
6
[km1

Die analoge Bearbeitung des gegebenen Anwendungsbeispiels hat gezeigt, daB die erzielten
Ergebnisse durchaus mit den digital-numerisch berechneten zu vergleichen sind. Der Auf-
wand dieser Methode ist jedoch betrichtlich. Dariiberhinaus muB das Modell fir jedes zu
untersuchende Gebiet neu aufgebaut werden. Aus diesem Grund ist die Bearbeitung von
Grundwasserstrémen heute mit Hilfe von Computern hdufig schneller und einfacher durch-

zufiihren.
70



Literaturangabe

Literaturangabe zum Kapitel 4

1)

2)

Horst Kuchling

"PHYSIK Formeln und Gesetze"

10. Auflage

Buch- und Zeit- Verlagsgesellschaft mbH, Kéin, 1973

K.R. Rushton / S.C. Redshaw

"Seepage and Groundwater Flow. Numerical Analysis by Analog and Digital Methods"
John Wiley & Sons, New York, 1979

71



Anhang 1

Anhang 1 - Modellierung und Simulation von Grundwasserstrémen auf einem Gebiet

1. Belsplel

Der GrundwasserfluB soll in diesem Beispiel fiir eine in einem See liegende quadratische
Insel modelliert werden. Die Kantenlinge der Insel betrage 8km. Fir die Transmissivitat
des homogenen und isotropen Grundwasserleiters unter der Insel sei ein Wert von 40m2/d
angenommen. Bei einer Grundwasserleitermichtigkeit von 50 m deutet dieser Wert daraufhin,
daB die Insel aus Sand besteht ([3],S.30). Auf der Insel soll es bestandig regnen
(30m?/km?/d). Genau in der Mitte der Insel befindet sich ein Entnahmebrunnen mit einer
Forderleistung von 300 m* taglich. Das geférderte Wasser soll vollstandig verbraucht werden
und steht daher fiir eine Grundwasserneubildung nicht zur Verfugung.

Berechnet werden sollen die Standrohrspiegel iiber einer Bezugsebene, die auf der Insel im
stationdren Fall herrschen, d.h. nach Einstellung des Gleichgewichts zwischen ZufluB durch
Regen und AbfluB in den See bzw. durch Entnahme aus dem Brunnen.

Die Standrohrspiegel kénnen nur fur endlich viele Punkte der Insel bestimmt werden (siehe
Kapitel 2). Aus diesem Grund wird die Insel mit einem Gitter Uberzogen. Bei einer &quidis-
tanten Gitterweite von Ax=Ay=d=1km ergibt sich ein Gitter mit 9x9 Knoten. Die Grund-
wasserstande in den auf dem Rand (Uferstreifen) liegenden Punkten entsprechen dem Wasser-
stand im See und sind bekannt. Hier sei ein Wasserstand von 10m N.N. (10 m tber Normal
Null). angenommen. Die Zusammenfassung aller zu I5senden Gleichungen ergibt ein blocktri-
diagonales lineares Gleichungssystem mit 49 Unbekannten (siehe Kapitel 2, Gl. (2.10)).

Die Koeffizientenmatrix A des LGS wird im Programm STATIONAER mit einem speicher-
platzsparenden Algorithms gebildet ([1],S.40) (A1.1). Das entstandene LGS (A1.2) kann
nun mit jedem geeigneten Gleichungsloser bearbeitet werden. Innerhalb von STATIONAER
wird ein GauB-Jordan-Algorithmus fir Bandmatrizen verwendet (A1.3). Das errechnete Er-
gebnis ist in (A1.4) dargestellt. Es fehlt in dieser Darstellung der Randstreifen, auf dem
die h-Werte bekannt sind (10m) und darum nicht berechnet werden miissen.

Bemerkung:

Das fir die Simulation notwendige lineare Gleichungssystem muB im Programm STATIONAER
fir jede zu modellierende Situation neu gebildet werden, d.h. der Algorithmus zur Bildung der
Koeffizientenmatrix muB jedesmal neu angepaBt und das Programm neu compiliert werden.
Das Programm kann daher nur zur Demonstration der Matrixbildung sinnvoll eingesetzt werden.
Zu diesem Zweck habe ich eine Schnittstelle implementiert, die es ermoglicht, die gebildete
Matrix und die zugehorige Inhomogenitdt in einer Datei abzulegen.

(A1) Bildungsalgorithmus fiir das hier benétigte lineare Gleichungssystem

for i:=1to n do ali,hd] := 4; { Hauptdiagonale 1}
for i:=1 to n do { Nebendiagonalen }
begin

ali,hd-1] := -1;

ali,hd+1] := -1,
end;
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for i:=1 to ny do
begin
ali*nx,hd+1] := O;

ali*nx+1,hd-11 := O;
end;
for i:=nx+1 to n do ali,hd-nx] := -1, { Nebendiagonalen }
for i:=1to n-nx do ali,hd+nx] := -1;
for i:=1to n do { Inhomogenitdten }
begin

case i of

2,3,4,5,6,8, { Randpunkte }

14,15,21,22,28,29,35,36,42,
44,45,46,47,48 : bLil := 30/40+10;  { blil := 10,75 }

1,7,43,49 : blil := 30/40+10+10; { Eckpunkte, blil := 20,75 }

25 : bLid := (30-300)/40; { Brunnen, blil := -6,75 }

otherwise : bLi] := 30/40; { sonstige, blil := 0,75 }
end;

end;

(A1.2)  Das zu lssende lineare Gleichungssystem in speichersparender Notation

Zeile hd b
1 0O 000 0 0-1 4-1 00 0 0 0-1 20.75
2 6 00 00 O0-1t 4-1 0 0 0 0 0-1 10.75
3 0000 O0O0O-1 4-1 00 0 0 0-1 10.75
4 0 000 00-1 4-1 0 0 0 0 0-1 10.75
5 0 0000 O0O-1 4-1t 00 0 0 0-1 10.75
6 0 00 0O O0OO0O-1 4-1 000 O 0-1 10.75
7 0O 00 00 0-1 40 0O0O0O0 0-1 20.75
8 -1t 00 000 0 4-1t 00 0 0 0-1 10.75
9 -1 0 000 0-1 4-1 0 0 0 0 0-1 0.75
10 -1 000 0O0-t 4-1t 00 0 O 0-1 0.75
1l -1 0O 0 00 0-1 4-1 0 0 0 0 0-1 0.75
12 -10 0 0 0 0-1 4-1 0 0 0 0 0+ 0.75
13 -1 0 0 00O O~-t 4-1t 0 O 0 0 0 -1 0.75
14 -1 00 00 0-t 4 0 0 00 0 0-1 10.75
15 -1 00 0 0 0 0 4-1t 00O 0 0 0-1 10.75
16 -1 00 060 0-1t 4-1 00 0 0 0-1 0.75
17 -1 0 000 0-1t 4-1t 0 0 0 0 0-1 0.75
18 -1 0 0 0 0 0-1t 41 0 O 0 0 0 -1 0.75
19 -1 00 0 0 0-1t 4-1 0 0 0 0 0 -1 0.75
200 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 0 O O O -t 0.75
21 -1 00 00 O-t 4 0 0 0 0 0 0 - 10.75
2 -1 0 0 000 0 4-1 0 0 0 0 0-1 10.75
23 -1t 0 0 0 0 O-1 4-1 0 0 0 O 0O -t 0.75
24 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 0 O O O+ 0.75
25 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 O O O 0O -1 -6.75
26 -1 0 0 0 0 0O-1 4-1 0 O 0 O 0-1 0.75
27 -1 0 0 000-1 4-1 00 O 0 0-1 0.75
28 -1 0O 00O O O-1 400 0 0 0 0-1 10.75
29 -1 0 0 0 00O 0 4-1t 0O 0 O 0O -1 10.75
30 -1t 000 0 0-1 4-1 0 O 0 0 0-1 0.75
31 -1 00 00 0-1 4-1 0 0 0O 0 0-1 0.75
32z. -1 0 0 00 0O-1 4-1 0 0 0 O 0-1 0.75
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Zeile hd b
33.-1000O0O0-1 4-1 00 0 0 0-1 0.75
34 -1 0 0 0 0 O0-1 4-1 0 0 0 0 0 -1 0.75
35 -1 0 00 00-1 400000 0-1 10.75
36 -1 00 0000 4-1 00 0 0 0-1 10.75
3 -1 00 0 0 0-1 4-1 00 0 0 O -1 0.75
38 -1 00 0 O0O0-1 4-1 0 0 0 O 0-1 0.75
39 -1 00 00 0-1 4-1 00 0 0 0-1 0.75
40 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 0 O O O -1 0.75
41 -1 0 0 0 0 0O-t 4-1 0 O O O O -1 0.75
42 -1 0 0 0 0 0-1 4 0 0 0 O O O-1 10.75
43 -1 0 0 0 000 4-1 00 0 0 O0O0 20.75
44 -1 0 0 0 0 0-1t 4-1 0 0 O 0 0 O 10.75
45 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 0 O O O O 10.75
46 -1 0 0 0 0 0-1 4-1 0 O 0 O O O 10.75
47 -1 0 0 0 0 0O-1 4-1 0 0 0 O 0O 10.75
48 -1 0 0 0 0 0O-1 4-1 0 0 0 0 O O 10.75
4 -1 0 0 0 0 0-1 4 00 0 0 0 OO 20.75

Bemerkung:

Die in dieser Matrix gespeicherten Nullen werden spdter bei der Anwendung des GauB-
Jordan-Algorithmusses mit Werten iberschrieben. Aus diesem Grund kann hier die
Speicherung der Matrixelemente nicht kompakter erfolgen.

(A1.3) GauB-Jordan-Algorithmus fiir Bandmatizen in speichersparender Notation
e |
{* *}
{* GauB-Algorithmus fiir Bandmatrizen *}
{* *}
{* Letztes Editierdatum : 12.11.89 *}
{* (Hinter uns liegt das erste Wochenende *}
{% nach Offnung der Grenzen der DDR. *}
Ca. 3.000.000 DDR-Birger besuchten
{* ohne Zwischenfille die BRD.) *}

{***********************************************%************************}

PROCEDURE GAUSS_Band( nx,ny : integer; { Dimensionen }
A : gross_feld; { Koeffizientenmatrix }

b : vektor; { Inhomogenit&t }

VAR x : vektor); { Losungsvektor }

VAR  hd, n, mb : integer; { Hauptdiagonale, n = nx*ny, Matrixbreite }
e }

{ LR-Zerlegung }
PROCEDURE LR_Zerlegung;
VAR i, j, k : integer; { Laufvariablen }

BEGIN

for k:=1 to n-1 do

begin
Lf alk,hd] <> O then { Normierung der k-ten Zeile }
egin
fc?r i=hd+1 to mb do alk,i] := alk,il/alk,hd];
bfk1 := blk1/alk,hd]
end;
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for i:==1 to nx do { Eleminieren der k+i-ten Zeile }

if (k+i <=n) then

if (alk+i,hd=iJ<> 0) then

begin
for j:=(hd-i+1) to (hd-i+nx) do
alk+i,j1 := alk+i,jl - alk+i,hd-iJ*alk,j+i];
blk+i] := bLk+i] - alk+i,hd-iJ*bl[k]

end

end { k }
END;

{ ______________________________ e e e e e e e e e B i e e e

{ Rickwirts einsetzen }
PROCEDURE Rueckwaerts_einsetzen;

VAR |, k ® integer; { Laufvariablen }
d :integer; { dummy }

BEGIN
if aln,hdl <> O then x[nl := blnl/aln,hdl;
for k:=n-1 downto 1 do
begin
x[k] := blk1;
d = min(n,(k+nx));
for j:==k+1 to d do x[k] := x[k] - alk,j~k+hd] * x[j]

end
END;
{ ________________________________________________________________
{ Procedure Gauss_Band }
BEGIN
n = nx*ny; { GroBe der Matrix
hd := nx + 1; { x-Koordinate der Hauptdiagonalen
mb = hd + nx; { Breite der Matrix
LR_Zerlegung; { LR-Zerlegung
Rueckwaerts_einsetzen; { Riickwirts einsetzen
END;

Das errechnete Ergebnis (die Position des Brunnens ist gekennzeichnet).

10.729 11.084 11.222 11.244  11.222 11.084 10.729
11.084 11.634 11.809 11.781 11.809 11.634 11.084
11.222 11.809 11.849 11.514 11.849 11.809 11.222
11.244 1.781 11.514 9.826 11.514 11.781 11.244
1.222 11.809 11.849 11.514 11.849 11.809 1.222
11.084 11.634 11.809 1.781 1.809 11.634 1.084
10.729 11.084 11.222 11.244  11.222 11.084 10.729

et v

Im Gegensatz zum Programm STATIONAER lassen sich die bendtigten Parameter im Pro-
gramm GWF iber eine Benutzeroberfliche komfortabel eingeben und verdndern. Dieses Pro-
gramm beruht auf den Beispielprogrammen SAM1 bis SAM6, die W. Kinzelbach in [1] vor-
gestellt hat. Die Berechnungsalgorithmen entsprechen nur noch zum Teil den von Kinzelbach

implementierten. Insbesonders wurden die Algorithmen in "mathematischer” Notation (siehe
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Kapitel 2 S.23) ausgefiihrt. Selbstandig habe ich die Benutzeroberfliche (unter Verwendung
des GEM), die Ein- und Ausgabeprozedur fir Matrizen und die Darstellung des Ergebnisses
als Schnittgraphik entwickelt.

Die Modellierung des Problems mit diesem Programm kann wie folgt durchgefiihrt werden:

1)

2)

3)
4)
5)
6)

7)

8)
9)

10)
1

12)

Nach dem Starten des Programms GWF.PRG ist im Menii “Datei” der Menipunkt
"neuer Datensatz" aufzurufen.

Die erscheinende Dialogbox kann mit der Returntaste quitiert werden. Die hier ein-
stellbaren Parameter brauchen bei diesem Problem nicht verindert werden bzw. haben
in der jetzigen Entwicklungsstufe des Programms keinen EinfluB auf die Verarbeitung
der Daten.

In dieser Dialogbox sind die Anzahl der Gitterpunkte in x- und y-Richtung sowie die
zugehorigen Gitterweiten einzugeben.

Die Parameter der ndchsten zwei Dialogboxen haben bei der Verwendung des
GauB-Jordan-Verfahrens keinen EinfluB auf die Berechnung des hier zu I8senden Pro-
blems.

Es ist ein Brunnen einzutragen.

Als Parameter fiir den Brunnens ist einzugeben: x = 5; y = 5; Q = =300 [m?3/d].
Die Standrohrspiegel sind auf 10Iml einzustellen. Dazu die Taste "g" driicken und
den gewiinschten Wert eingeben. Die Matrixeingabe wird mit “a" verlassen.

Fur die Transmissivitdten ist analog zum Punkt 7 global 40 [ m?2/d] einzugeben.

Da eine stationdre Situation berechnet werden soll, miissen die Speicherkoeffizienten
auf den Wert O gesetzt werden, weil dann der nicht bendtigte Term S-(dh/dt) in
der zu l6senden PDG (1.37) wegfallt. Die bekannten Randwerte werden durch Besetzen
der zugehorigen Speicherkoeffizienten mit sehr groBen Werten (1E30) erzwungen.
Der Regen kann durch die globale Eingabe von 30 [m?3/km?2/d] modelliert werden.
Die Bearbeitung ist durch anklicken des Meniipunktes “Implizites Verfahren (GauB)"
im Meniu "Arbeit” zu starten. Nach einiger Zeit erhidlt man das Ergebnis zuriick.

Im Menii "Arbeit” kann jetzt der Menipunkt "Graphik” aufgerufen werden. Die fol-
gende Abbildung wurde mit Hilfe der 3D - Darstellung erstellt (Abb. A1.1).

(Abb. A1.1) Darstellung des Berechneten Ergebnisses in 3D - Darstellung

Eine vollstdndige Bedienungsanleitung fur das Programm GWF befindet sich im Anhang 4.
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2. Beispiel

Dieses Beispiel ist dem Buch "Seepage and Groundwater Flow Numerical Analysis by Analog
and Digital Methods" von K.R. Rushton und S.C. Redshaw [2] entnommen. Es soll hier aus-
fuhrlich besprochen werden, da ich mit diesem Anwendungsbeispiel die Programme
STATIONAER und GWF sowie das analoge Modell getestet und aufeinander geeicht habe.
Das Versuchsprotokoll zum analogen Modell befindet sich im Anhang 2.

Rushton / Redshaw haben fiir ihr Anwendungsbeispiel den GrundwasserfluB in einem
10kmx6km groBen rechteckigen Gebiet modelliert, das an seinen Lingsseiten von un-
durchldssigem Gestein begrenzt wird. Die dstliche Seite grenzt an einen See, das Grund-
wasserpotential ist also an jeder Stelle des Ufers bekannt (Om). Von der westlichen Seite
des Gebietes ist nur bekannt, daB ein gleichmiBig uUber die gesamte Breite verteilter Zu-
strom von 6500 m® Wasser pro Tag in den gespannten Grundwasserleiter zu verzeichnen
ist. Die Transmissivitdten T, und Ty sind an jeder Stelle des homogenen und isotropen
Grundwasserleiters bekannt (T_ =T = 900m?2/d). Innerhalb des Gebietes sollen zwei Ent-
nahmebrunnen betrieben werden (B,: x=8km, y=2km, Qg, =-4500 m3/d; B,: x=4km,
y=4km, Qg, =-1500m?3/d) (siehe auch Abb. A1.2).

Fir die Berechnung der Standrohrspiegel wird auch in diesem Beispiel das Programm
STATIONAER verwendet. Die undurchlassigen Rander (c)h/c)rTIr =O) und der Eintrag durch
den westlichen Rand (c)h/c)h'lr =q) werden gemaB Kapitel 2.4.2.1 und 2.4.2.2 modelliert.
Fur die im zugehtrigen linearen Gleichungssystem auf der Seite der Inhomogenititen ein-
zusetzenden Zu-und Abflisse, sind die folgenden Uberlegungen anzustellen:

1) Zuflisse
1.1) Mit dem Darcy'schen Gesetz (1.2) und nach der Einfihrung der Transmissivitaten (Kap.
1.1.6) ergibt sich fiir die pro Zeiteinheit in Richtung des Gefilles bewegte Menge

Wasser
- Ah m?3
(1.14) Q=-T-p- 20 [2=]

wobei b die Breite des durchflossenen Grundwasserleiters reprisentiert.

Bei einer dquidistanten Gitterweite des lber das zu modellierende Gebiet gelegten Gitters
von d=1km, ergibt sich eine Aufteilung des Gebietes in 7 Gitterlinien in der Breite und
1 in der Ldnge. Der Gesamteintrag (6500 m3/d) muB also auf 7 Eintrige aufgeteilt
werden. Aus der Lage der Gitterlinien folgt fur die Breite b des im Darcy'schen Gesetz

betrachteten Grundwasserleiterstreifens fiir die Eintrage Q,i=2,.,5b=1km und fir
die Eintrage Q, und Q, b=0,5km (siehe auch Abb. (A1.2)).
bb. Al.
N N

Q, —=
Q3 B1
Q, —= 6km See
Qs B2
o — |
T s

Je—— 10km ——]
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Die Filtergeschwindigkeit soll, ohne den EinfluB der Brunnen, in allen Grundwasserleiter-
streifen gleich groB8 sein, d.h.

Ve Ah M
(15 Vo= Ses g QD[] =127

M Machtigkeit des Grundwasserleiters (M sei hier konstant).
Daraus folgt

m*
(A1.6) Q1 _ Qz - Qs - - Q, - Q7 d
) 500 -M 1000 - M 1000 - M YT 1000 - M 500 -M m?

Setzt man fur Q, = Q [m2/d]i=2,..,6 ein, so ergibt sich fir Q, und Q,
- _ 1 m?
M7 Q =Q,=3-Q [1-]
Damit gilt fur den Gesamteintrag Qg
1 _ m 3
(A1.8) 2-3-Q+5-Q—3QE[—5—]
= m
= 6-Q = Qg [d—]
Qe rms
6 [T]
In der fur die Bearbeitung dieses Beispiels verwendeten Strémungsgleichung (1.40)
werden die Zu- und Abflisse q, in Volumen [m?3] pro Zeiteinheit [d] und der zum
Knoten gehdrenden Eintragsfliche [km?2] in der x,y-Ebene verarbeitet.
Bedingt durch die Randlage der Eintragspunkte, ergibt sich fiir die Eintrage Q,i=2,..6

eine Eintragsflache von d2/2 [ km2]. Fiir die Eintrage Q, und Q, ist die Eintragsflache
nur d?/4 [ km?2] groB.

= Q

Fir die in der Inhomogenitdt einzusetzenden Eintragsmengen g, i=12,...,7 folgt nun
o 1.3 [m ]
__Ni _ .2 6 d L
(A1.9a) Y T T TdEa | kmZ fur i = 1und 7
und QE e ]
(A19b) g, = 0 _ 6 d firi=2,..,6
' d2/2 d2/2 km?2

Da der Grundwasserleiter homogen und isotrop ist, kann die Strémungsgleichung (1.40)
benutzt werden. Aus der zugehorigen Differenzenapproximation (2.14) ergibt sich fur die
Inhomogenitaten der Differenzengleichung fur die Knoten Ki.40-1 (in globaler Indizierung)
fur i = 2,..,6 und Qg =6500m?

m3
Qe 76 5. 6500 d
_ d2/2 _ 6 km?2 -
(AL10a) by, = -2 |- = km?. S8 | = 2,407 [m]
d
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Fir die Eckknoten K, und K, folgt analog mit i=1 und 7

1 m>
2 QZE//S 5. 6500 d
_ d=/4 ~ 6 km? _
(ALI0b) by, = ~d7 - |- — = —55 km? &03— | = 2,407 [m]
d
2) Abfliisse

Die Reprasentationsflachen der Brunnen betragen jeweils 1km x 1km = 1km?2. Fir die
zu den Brunnenpunkten gehtrenden Inhomogenititen ergibt sich analog zu den Zuflussen:

- - 4500
(A1.11) bB1 = b31 = - 1-—5'66— [m]
- - 1500
{(A1.12) sz = b‘,'9 = - 1"5‘66—' [m]
(A1.13) Bildungsalgorithmus fiir das hier bendtigte lineare Gleichungssystem

for i:=1to n do ali,hd] := 4; { Hauptdiagonale }
for i:=1to n do

begin
ali,hd-1] = -1; ali,hd+1] := -1;

end;

for i:=1 to ny do

begin
ali*nx,hd-11 = O;
ali*nx,hd+1] := O;
ali*nx-1,hd+1] := O;
ali*nx+1,hd-11 := O;
ali*nx-(nx-1),hd+1] := -2;

end;

for i:=nx+1 to n-nx do

begin
ali,hd-nx1 = -1;
ali,hd+nx] = -1;

end;

for i:=2 to ny-1 do

begin
ali*nx,hd-nxJ := O;
ali*nx,hd+nxd = O;

end;

for i:=1 to nx-1 do ali,hd+nx] = -2;

for i:=n-nx+1 to n-1 do ali,hd-nx]J := -2;

{ Inhomogenit&ten }

for i:=1 to 7 do bli*11-10] := 2*6500/6/900;
bl31] := - 4500/900;

bl49] := - 1500/900;
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(A1.14) Das errechnete Ergebnis (die Positionen der Brunnen sind gekennzeichnet).

8.752 7.556 6.377 5.222 4.101 3.021 1982 1015 0.261 0.033 0
8.745 7.547 6.365 5.205 4.080 3.001 1.945 0.909 -0.003 -0.064 O
8.725 7.524 6.331 5.153 4.014 2.956 1.890 0.678 -1.116 -0.287 O
8.698 7.492 6.281 5.063 3.867 2.919 1.982 1.029 0.147 0.031 0
8.677 7.467 6.237 4.952 3.472 2.870 2.090 1.309 0.643 0.265 0
8.668 7.461 6.247 5.035 3.867 2.997 2.201 1.472 0.853 0.385 0
8.667 7.461 6.257 5.073 3.965 3.051 2.245 1526 0913 0.421 0

Durch die hohe Forderleistung des Brunnen B, entsteht ein Gefille vom See in den Brunnen.
Damit wird das Brunnenwasser durch nachflieBendes Seewasser erganzt bzw. evtl. ver-
seucht (Brackwasser, Salzwasser). Daher ist dieser Effekt bei der Planung einer Brunnen-
anlage zu beachten. Werden die Entnahmeleistungen der beiden Brunnen bei gleicher Gesamt-
fordermenge von 6000 m®/d auf Qg, = 1000 m3/d und Qg, = 5000 m3/d festgesetzt,
so ergibt sich das folgende Berechnungsergebnis:

(A1.15) 6.342 5172 4.079 3.091 2.248 1577 1.048 0.624 0.300 0.122
6.308 5.134 4.027 3.018 2.161 1506 0.996 0.574 0.227 0.094
6.216 5.027 3.876 2.795 1.873 1.290 0.855 0.449 -0.060 0.028
6.094 4.884 3.655 2.411 1246 0.927 0.685 0.426 0.169 0.076
5.987 4.757 3.451 1.948 -0.226 0.485 0.532 0.400 0.234 0.108
5.932 4.708 3.443 2.155 0.973 0.708 0.559 0.409 0.258 0.124
5.917 4698 3.460 2.256 1.254 0.814 0.587 0.418 0.265 0.128

oo oNoNoNoNe

Bei dieser Wahl der Forderleistungen bildet sich zwischen dem Brunnen B, und dem See
ein sogenannter " Kulminationspunkt"”. Dieser wirkt praktisch als Wasserscheide, d.h. es
kann kein Wasser vom See in den Brunnen flieBen.

Bemerkung:

Bei Rushton/Redshaw wird diese Situation bereits durch das bloBe Vertauschen der Férder-
leistungen der Brunnen erreicht. Die Verfasser geben jedoch einen Mengenbilanzfehler von
2% der Gesamtfordermenge bedingt durch die Verwendung eines analogen Modells an.

Die Modellierung dieses Beispiels mit dem Programm GWF gelingt auf Grund der in Kapitel 3

(S.51) genannten Griinde nicht, bzw. sie fiihrt zu Werten, die nicht direkt vergleichbar
sind mit den durch das Programm STATIONAER ermittelten.
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Anhang 2 - Ein analoges Modell im praktischen Versuch

Der im folgenden dargestellte Versuch modelliert einen gespannten Grundwasserleiter auf
einem Gebiet G in einer stationdren Situation. Die hydrogeologischen Bedingungen, die in
diesem Gebiet herrschen sollen, und die zugehdrige Skalierung wurden im Kapitel 4.4 aus-
fuhrlich besprochen. Es soll an dieser Stelle ein einfach nachzuvoliziehender Versuch auf-
gebaut und durchgefiihrt werden.

Versuchsmaterial
Lotwerkzeug (z.B. Létkolben, Lotzinn, Seitenschneider, etc.)
1 Brett 40x80 cm
einige Heftzwecken
div. Drahte
div. MeBleitungen mit Klemmen
110 Widerstdnde 10KQ / 1/2 W R21-R130
20 Widerstdnde 20KQ / 1/2 W R1-R20
5 Widersténde 100KQ / 1/2 W R132-R136
2 Widerstande 200KQ / 1/2 W R131, R137

1 Widerstand 1KQ R138
1 Widerstand 24 KQ) R139
1 Trimmpotentiometer 1KQ P1
1 Trimmpotentionmeter 10KQ P2

2 regelbare, stabilisierte Netzgerdte 27 V/ 0.5A
(Eigenbau aus stabilisierten Netzblock, Labor-Netzregelkarte Hotronik -Nr.25/3,
10 - Gang - Prazisionspotentiometer)
1 Digitalvoltmeter (Voltcraft "GS 6520 Multimeter”, Fehlertoleranz:  0,5% + 1Digit vom
MeBwert)

1 Digitalvoltmeter (Monacor "DMT-5500", R}= 10 MQ, Fehlertoleranz:  0,05% +2Digit
vom MeBwert)

2 Digitalvoltmeter (BBC "MA 5D", Fehlertoleranz:  0,05% + 1Digit vom MeBwert)

Versuchsaufbau
Das zu modellierende Gebiet wird mit einem Gitter Uberdeckt. Die Gitterlinien werden dabei

durch die Widerstinde R1-R130 gebildet, d.h. die Widerstinde werden zu einem Netz zu-
sammengeflgt. Die Knotenpunkte dieses Netzes entstehen durch das ZusammeniSten der
zum jeweiligen Knoten gehtrenden Widerstinde. Beim Bau des Netzes gemiB dem Schaltplan
(A2.1) ist auf einwandfreie Verbindungen zu achten. Sinnvoll ist das Fixieren des Netzes

mit Hilfe von Heftzwecken auf einem Experimentierbrett (Spanplatte oder &hnliches).

Der AnschiuB der Spannungsquellen und der MeBgerite erfolgt ebenfalls gemaB dem
Schaltplan (A2.1). Dabei ist besonders auf die richtige Polung der MeBgerite zu achten.
Zum Versuchaufbau siehe auch die Abbildung (A2.2).
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R101

.

R121 Ri122 R123

-—E:?_?}—-——I-{Rn l—t-lmz I—I-[ma I—T—lRM I-I-lms

R19 R20

|+ Widerstand; —# Potentiometer; -—w—ﬂ}:—v* regelbare Spannungs-

' quelle;

OA Amperemeter; @ Voltmeter; U bewegliche MeBleitung
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(Abb. A2.2)
Amperemeter Netzteil fir Netzteil fur Amperemeter flir
fur 'Elntrag UNetz UBrunnen IQi

IQ2

DIVO fur
Aufnahme

der Potentiale
in den Gitter-
punkten
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Versuchsdurchflhrung
Mit den regelbaren Netzgeriten und den Trimmpotentiometern P1 und P2, sind die Stréme

IEmtrag (=0,722mA), I, (=0,5mA) und t, (=0,167 mA) einzustellen. Dabei ist zu beachten,
daB die Verstellung eines Potentionmeters (P1 oder P2) bzw. einer Spannung (U Netz Oder
Ugrunnen ) Auswirkungen auf alle einzustellenden Strome hat.

Nach dem korrekten Einstellen der Stréme konnen die Spannungen Upot aller Knoten mit
dem Digitalvoltmeter (DMT-5500) aufgenommen werden.

Versuchsergebnisse
Die mit dem Digitalvoltmeter aufgenommen Potentiale sind in der folgenden Matrix (A2.3)

dargestellt (siehe dazu auch die handschriftliche Protokolimitschrift (S.86)).

(A2.3) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 871 7,53 637 521 409 3,02 1,98 1,01 0,26 0,03 0
2 872 7,54 636 520 4,08 3,00 195 0,91 -0,00 -0,06 0
3 872 752 633 515 401 29 189 0,68 -1,12 -0,29 0
4 870 750 6,28 507 387 292 198 103 0,15 0,03 ©
5 870 746 6,23 495 347 2,87 2,09 1,31 064 0,26 0
6 867 746 6,24 503 3,86 299 2,20 147 085 0,38 O
7 866 7,45 625 507 396 3,05 224 152 091 042 0

(Die fett geschriebenen Werte reprasentieren die Knoten, bei denen ein Strom
abgefiihrt wurde, d.h. ein Brunnen modelliert wurde.)

Stellt man dieses MeBergebnis dem MeBergebnis aus [1] gegeniiber, so ergibt sich die
folgende Differenzenmatrix (A2.4) (Werte von (A2.3) - in [1] publizierte Werte (S.141)):

(A2.4) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
1 -0.05 -0.05 -0.05 -0.06 -0.06 -0.05 -0.04 -0.04 -0.08 -0.05 O
2 -0.04 -0.02 -0.04 -0.05 -0.06 -0.04 -0.03 -0.03 -0.02 -0.02 0
3 -0.01 -0.02 -0.04 -0.04 -0.05 -0.04 -0.04 -0.02 -0.02 -0.03 0
4 001 0.00 -0.05 -0.03 -0.04 -0.04 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0
5 0.02 -0.02 -0.04 -0.04 -0.04 -0.04 -0.05 -0.03 -0.04 -0.02 0
6 0.01 -0.01 -0.03 -0.04 -0.05 -0.06 -0.04 -0.04 -0.04 -0.02 O
7 0.00 -0.02 -0.04 -0.04 -0.06 -0.05 -0.05 -0.04 -0.05 -0.03 0

Bemerkung:

Die im Kapitel 4.4.3 durchgefiihrte Bilanzrechnung (4.27) fur die von mir gemessenen Werte
weist einen Fehler von 9m?3/d (das entspricht 0,14% der Pumpleistung des kleinsten
Brunnen) aus. Rushton/Redshaw ermittelten bei ihrem Experiment einen Fehler von -120 m2 /d.
Dies entspricht 8 % der Forderleistung des kleinsten Brunnen (S.140).

Literaturangabe zum Anhang 2 1) Rushton / S.C. Redshaw

"Seepage and Groundwater Flow. Numerical Analysis by Analog and Digital Methods"
John Wiley & Sons, New York, 1979
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Anhang 3

Anhang 3 - Der "Young - Test"

Eine wichtige Bedingung fur die Anwendbarkeit des Satzes (3.39) im 3.Kapitel ist die konsis-
tente Ordnung der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems. Nur wenn die Koef-
fizientenmatrix konsistent geordnet ist, kann der optimale Relaxationsparameter mit Hilfe der
Methode 2 und der von Carré explixit bestimmt werden. Vor Anwendung dieser Methoden
empfiehlt sich daher die Durchfiihrung eines Testes auf konsistente Ordnung der Koeffizienten-
matrix. Im Programm GWF kann dieser Test bei Bedarf durchgefuhrt werden. Der folgende
Testalgorithmus ist dem Buch von Young "lterative Solution of large linear Systems" [1]

(S.158 - 161) entnommen und in Pascal-Notation implementiert.

{************************************************ﬁ*************************}

{*
{*
{*
{%
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*

Procedure Matrixtester

Die Procedure nimmt verschiedene Tests vor.
1. Property A und konsitente Ordnung (nach Young)
2. Zerlegbarkeit (folgt aus Satz 3.42.1)

3. Zeilensummenkriterium (folgt aus Satz 3.42.2)

Programmautor : Rainer Sieger

letztes Editierdatum : 13.8.1989

{****************#*********************************************************}

PROCEDURE Matrixtester(nx,ny,dx,dy : integer; T,S : feld);

VAR i, ], k, n : integer; { Laufvariablen }

R : Test_feld;

A : LGS_feld;

g—quer, g * LGS_vektor; { geordnete Vektoren der Matrix A }

c, d : LGS_vektor; { Dummyvektoren }

construct_g  : boolean;

consistent : boolean;

Property_A : boolean;

A_schleife : boolean;

streichen : boolean;

dummy : integer;

T1,T2,T3,T4  : real; { dummys }
BEGIN
e S
{* *}
{* A_bilden *}
{* *}
{* Bildet aus den den gegebenen Daten (Transmissivitat und Speicher- *}
{* fahigkeit ) die Matrix A des LGS. *}
{* *)
{* Programmautor : Rainer Sieger *}
{* *}
{* letztes Editierdatum : 6.8.89 *}
{* *}

{****************************************************i********************#}
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cls;
gotoxy(3,2); writeln('Matrixtester. Matrix A wird gebildet.");
n = nx*ny;
{ Loschen der Matrizen A und R }
for i:=1 ton do { Zeilen }
for j:==1to 5 do  { Spalten }
ali,jl :== 0;
for i:==1 to n do
for j:==1 to n do
rli,jJ := false;
{ Transmissivitaten berechnen }
for i:=1to ny do { zeilen }
for ji=1to nx do  { spalten }

begin

if tli-1,j1 + tLi,jJ < O then

T1:= 2 * tli-1,j3 * t0ij3 / (Li-1,j3 + tli,j1)/dy/dy
else Tt:= O;
if tli,j-13 + tli,j1 <> O then

T2 := 2 * t0i,j-11 * tLi,j] / (t0i,j-1] + tLi,j3)/dx/dx
else T2 := Q;
if thi,j+11 + tli,jl <> O then

T3 := 2 * tLi,j+13 * tLi,j] / (t0i,j+13 + tLi,j1)/dx/dx
else T3 := 0;
if t0i+1,j1 + tLi,j3 <> O then

T4 := 2 * tLi+1,j * t0i,j] / (tli+1,)] + tLi,j1) /dy/dy
else T4 := O;

k= (i-N*nx + j; { Zeile und Spalte im LGS fur wCi,j]

alk,1]:= -T1;
alk,2] = -T2;
alk,31:= T1+ T2 + T3 + T4 + S[i,j];
alk,4] := -T3;
alk,51 := -T4;

{ Setzen von R }

if (T1¢>0) and (k-nx>=1) then rlk,k-nx] := true;
if (T2<>0) and (k-1>=1) then rlk,k-1 1 := true;
if (T3¢>0) and (k+1 <=n) then rlk,k+1 J := true;
if (T4<>0) and (k+nx <=n) then rlk,k+nx] := true;

end;

{**************************************************************************}

{*
{*
{*
{*
{*
{»

Test der Matrix auf Property A und konsistente Ordnung.

Der

Algorithmus ist dem Buch von Young entnommen.

letztes Editierdatum : 6.8.1989

*}
*}
*}
*}
*}
*}

{************************************************#*************************}

gotoxy(3,5); write('Young-Test lduft. Bitte warten.’);

for i:=1to n do
for j:=1to n do
if rli,jl=true then rj,i] := true;

{ Streichen der Nullzeilen und -Spalten }
for k=1 to n do
dlk] := O;

k= 1;
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for i:=1to n do
begin
ji= 0;
repeat
j = suce());
streichen := true;
if (i <>j) and (rli,jJ =true) then streichen := false;
until (not streicheng or (j>=n);
if streichen then
begin
dlkd := i;
k = succlk);
end;
end;
dummy := n;
for k:=dummy downto 1 do
begin
if dlk1> O then
begin
n:=n-1;
for i:=dlk] to n do
for j:==1 to n+1 do
rli,jd = rli+1,j1;

for j:=dlk] to n do
for i:=1to n do
rli,j3 == rli,j+13;
end;
end;
gotoxy(3,7); write('Es wurden ',dummy-n:3," Zeilen und Spalten');
write(' gestrichen’);

construct_g = true;
Property_A := true;
consistent := true;
cl1l:= 1; dl1] := 1;
g—quer{1] := 1; gl1] := 1;
for i:=2 to n do

il

begin
clil:= 0;
dlil := O;
end;
i:=1 { Beginn des Young-Test }
repeat
j = 1;
repeat
if rli,jJ =true then
begin

dummy := 1-g_querlil;
if cljl=0 then

begin
g—quer(j] := dummy;
dfjl = 1;

end

else

if g—querljl<> dummy then
Property_A := false;
if Property_A then
begin
if construct_g then
begin
if j>i then dummy := gli] + 1;
if j<i then dummy := glil - 1;
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if c[j1=0 then
gljJ :== dummy
else
if gljl <> dummy then
begin
construct_g := false;
consistent := false;
end;
end;
cljl:=1;
end;
end;
j = succ(j);
until (j>n) or (not Property_A);

if Property__A then
begin
dlid = 0O;
k = 1;
repeat
if dlkJ<>0 then
begin
= k;
k := succin);
A_schleife := true;
end
else
if clkJ=0 then
begin
o= k;
clil = 1; dlid := 1;
g—querlil == 1; glil == 1;
k := succ(n);
A_schleife := true
end
else
begin
= succ(k);
A_schleife := false
end;
until (k> n);
end;

until (not A_schleife) or (not Property_A);

if not Property_A then
begin

gotoxy(3,6); write(' A hat nicht die Property A.")

end
else
if consistent then
begin
gotoxy(3,6);

write('A hat die Property A und ist konsistent geordnet’);

end

else

begin

gotoxy(3,6); write('A hat die Property A.');

end;
i T T s g
{* *}
{* Procedure Zeilensummenkriterium *i
{* *
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{: Test ob A ein Seilensummenkriterium erfullt. :i
{* Programmautor : Rainer Sieger *}
{* *}
{* Letztes Editerdatum : 6.8.1989 *}
{* *}
{* *)

T T T T S S R PP P
gotoxy(3,9); write('Test auf Zeilensummenkriterium.');
gotoxy(3,10); write('A erfillt das schwache Zeilensummenkriterium nach');
gotoxy(3,11); write('Satz (3.42.1)");

{********************************************************#*****************}

{* *}
%* PROCEDURE Zerlegbarkeit *%
* *
{* Test ob eine Matrix A zerlegbar oder unzerlegbar ist. *}
{* Programmautor : Rainer Sieger *}
{x *}
{* Letztes Editerdatum : 6.8.1989 *}
{* *}

{**************************************************************************}

gotoxy(3,13); write('Test auf Zerlegbarkeit.');
gotoxy(3,14); write('A ist irreduzibel nach Satz (3.42.2)");
warten;

END;

Literaturangabe zum Anhang 3

1) David M. Young
“lterative Solution of large linear Systems”
Academic Press, New York, London, 1971
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Anhang 4 - Anleitung zum Programm GWF (GrundwasserfluB)

EinfUhrung

Das Programm GWF berechnet die Standrohrspiegel in gespannten Grundwasserleitern. Es ist
lauffahig auf einem ATARI 1040 ST mit Monochrombildschirm. Implementiert wurde das Pro-
gramm mit dem ST Pascal *V2.06 - Entwicklungssystem der Firma CCD. Dabei habe ich
besonderen Wert auf eine leichte Benutzerflihrung gelegt. Das Programm ist daher fast voll-
stdndig in die GEM-Oberfliache des ATARI ST eingebunden. Die Programmidee und ein GroBteil
der Algorithmen stammen aus dem Buch "Groundwater Modelling” von Wolfgang Kinzelbach [1].
Die Simulation (d.h. die Lésung der zugehérigen partiellen Differentialgleichungen) wird mit finiten
Differenzenverfahren durchgefiihrt. Die L&sung der dabei entstehenden linearen Gleichungs-
systeme kann mit verschiedenen direkten und iterativen Verfahren ermittelt werden.

Nach dem Start des Programms GWF.PRG erscheint zunichst die Infobox des Programms mit
dem Namen des Programms, dem Namen des Programmautors und dem Hinweis auf das
verwendete Entwicklungssystem. Die Box kann durch Driicken der Returntaste oder durch
Mausklick auf das OK - Feld verlassen werden.

Auf der nun leeren Arbeitsfliche (Desktop) befindet sich eine Mentileiste mit den Meniipunk-
ten "Desk”, "Datei”, "Parameter”, "Felder”, "Arbeit" und “Sonstiges". Das Programm wird
also, wie bei Programmen fiir den ATARI ST ublich, tiber Pull-Down-Mentus bedient. Die Meniis
und ihre Untermeniis im einzelnen:

1. Desk

1.1 GrundwasserfluB
Die am Programmanfang automatisch erscheinende Infobox kann auf den Bildschirm ge-
bracht werden.

1.2 Namen der geladenen Asscessories
Evtl. geladene Accessories (speicherresidente Programme mit der Extension ".ACC").
Zerstdren die gestarteten Accessories die Benutzeroberfliche, so ist einfach ein neuer
Meniipunkt anzuwéhlen. Den Aufwand der Bildschirmspeicher-Rettung vor dem Aufruf
der Accessories wolite ich nicht treiben (unschén, aber selbst das Programm SIGNUMI2
verzichtet aus diesem Grund auf ACC's).

2. Datel

2.1 Datensatz laden...
Der evtl. vorher bearbeitete Datensatz wird komplett gelSscht. AnschlieBend kann iiber
die Fileselectbox des Betriebssystems ein neuer Datensatz vom Massenspeicher geladen
werden.

2.2 neuer Datensatz
Der evtl. vorher bearbeitete Datensatz wird komplett geloscht. AnschlieBend folgt auto-

matisch nacheinander der Aufruf der Mentpunkte (3.1), (3.2),..., (3.6), (4.1),..., (4.4).
Zur Erstellung eines neuen Datensatzes miuBten diese Menlpunkte sonst per Hand
nacheinander aufgerufen werden. Der Meniipunkt “neuer Datensatz" erleichtert diese
Arbeit, ist aber nicht unbedingt erforderlich.
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2.3

2.4

2.5

Datensatz sichern
Wurde ein Datensatz bearbeitet, d.h. geladen oder erstellt, so sind die beiden folgen-

den Meniipunkte anwahlbar. Bei Anwahl des Mentipunktes "Datensatz sichern" wird der
Datensatz in die in (2.1) bestimmte Datei geschrieben. Achtung ! Der alte Datensatz
wird Uberschrieben.

Datensatz sichern als...
Wie (2.3). Jedoch kann der Dateiname mit Fileselectbox des Betriebssystems bestimmt

werden. Die Dateiextension muB ".DAT" lauten.

Ende
Programmende. Um einen unbeabsichtigten Datenverlust zu verhindern, werden vor dem

endgiiltigen Programmende zwei Sicherheitsfragen gestellt.

3. Parameter

Die Eingabe der verschiedenen Parameter erfolgt zum groBen Teil mit Hilfe von Dialogboxen.
Die Anwahl der Eingabefelder innerhalb der Dialogboxen kann durch Mausklick oder mit den
Cursortasten erfolgen. Falsche Eingaben kénnen durch die Backspace-Taste geldscht werden.
In jedem Feld muB mindestens eine Ziffer stehen. Sinnlose Werte werden in der Regel korri-
giert. Die Dialogboxen werden durch Anklicken des "OK-Feldes" oder durch Betatigung einer
der beiden Returntasten verlassen.

3.1

3.2

3.3

Typ des GW-Leiters

Eingabe der grundsatzlichen Eigenschaften eines Grundwasserleiters. Verlangt wird die
Eingabe, ob der Grundwasserleiter gespannt (0) oder ungespannt (1) (default = 0) ist,
sowie ob Isotropie (0) oder Anisotropie (1) (default = 0) vorliegt. Ist der Grundwasser-
leiter anisotrop, so ist die Eingabe des Anisotropiefaktors notwendig (default = 1).

Die Werte dieser Dialogbox nehmen bei der vorliegenden Implementation nur teilweise

einen EinfluB auf die Berechnung (nur der Anisotropiefaktor wird benutzt).

Gitterparameter

Eingabe der Gitterparameter wie Anzahl (default = 7) und Abstinde (default = 100) der
Stutzstellen. Die Anzahl ist aus Speicherplatzgriinden zur Zeit auf je 25 in x- und
y-Richtung begrenzt. Dieser Menlpunkt kann zur Sicherheit erst nach vollstandiger und
sinnvoller Eingabe aller Gitterparameter wieder verlassen werden. AuBerdem wird die
Blockierung der Untermeniis im Meni "Arbeit" aufgehoben.

Zeitparameter

Eingabe der Anzahl der Versuche (default = 1) der Zeitschritte pro Versuch (default = 10)
sowie eines Zeitschrittmultiplikators (default = 1). Dieser ermdglicht eine nichtlineare
Aufteilung des Betrachtungszeitraumes. Bei der Wah! dieses Parameters muB vorsichtig
vorgegangen werden, da sonst die ersten Zeitschritte zu klein werden. Werte im Intervall
[1,2] haben sich als sinnvoll erwiesen. Nach dem Verlassen der Dialogbox wird in einem
groBeren Dialogfeld nach der Simulationsdauer in Tagen pro Versuch gefragt (Default:
1 Tag = 86400 sec.).
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3.4 lterationsparameter
Fur die beiden in diesem Programm verwendeten iterativen Verfahren kdnnen hier die

maximale Anzahl der Iterationen, die Abbruchschranke und fiir das SOR-Verfahren der
Relaxationsparameter eingegeben werden.

3.5 Brunnenanzahl
bingabe der Anzahl der Brunnen bzw. der Zuflusse.

3.6 Brunnenparameter
Fur jeden Brunnen sind die Koordinaten einzugeben. AuBerdem wird fiir jeden Pumpver-
such die Eingabe einer Pumprate (negatives Vorzeichen) bzw. einer ZufluBrate (positi-
ves Vorzeichen) verlangt. Pumpraten um -1 cbm/s entsprechen dabei einem sehr gro-
Ben Forderbrunnen fir Trinkwasser (1 cbm/s => 86400 cbm/d = Wasserverbrauch
einer Stadt mit ca. 620.000 Einwohnern).

4. Felder
Parameter, die Uber dem betrachteten Gebiet nicht homogen sind, werden als Matrizen ein-
gegeben. Die Eingabe erfolgt mit einer sehr aufwendigen und komfortablen Prozedur. Bei der
Implementierung wurde versucht, die Eingabe des Tabellenkalkulationsprogrammes Lotus 1-2-3
nachzuempfinden. Die Bedienung dieser Prozedur ist zur Zeit nur mit Hilfe der Cursortasten
moglich, auf den Einsatz der Maus und von GEM-Fenstern habe ich verzichtet.
Die Befehle im einzelnen:
1) Bewegung innerhalb der Matrix
Mit Hilfe der Cursortasten und den Tasten /", "*", "+" im Zehner - Tastenblock kann
der Cursor bewegt werden. Das jeweils aktuelle Feld ist invers dargestelit. Die Koordinaten
dieses Feldes und sein Inhalt sind links unter der Matrix angezeigt.
2) Eingabe von Werten
Ein Werte kann durch direktes Eintippen der Zahl in allen Formaten eingegeben wer-
den. Leider klappt das beim ersten Aufruf dieser Prozedur nicht immer. Die erste ein-
zugebene Ziffer ist dann noch einmal einzugeben. Spéter tritt dieser Fehler nicht mehr
auf.
3) "w" oder ")" im Zehner - Tastenblock
Das entsprechende Feld wird mit dem zuletzt eingegebenen Wert gefiillt.
4) "g" oder "(" im Zehner - Tastenblock
Die Matrix wird nach Eingabe einer Zah! mit dieser komplett besetzt. Mit dieser Option
ist also die Belegung der Matrix mit einem globalen Wert sehr schnell méglich.
5) "s”
Die Matrix wird im ASClI-Format in einer mit der Fileselectbox zu bestimmenden Datei
gespeichert. Die Dateiextension muB dabei ".TXT" lauten. Auf diese Weise kann die
Ergebnismatrix in speziellen Graphik- oder Textsystemen weiter bearbeitet werden, ohne
daB in diesen Programmen die Werte neu eingetippt werden miissen.
6) "p"
Ausgabe der Matrix auf dem angeschlossenen Drucker.
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7) Ut

Méglichkeit der Ubernahme eines durch einen A/D-Wandler bereitgestellten Wertes. Mit
einem geeigneten A/D-Wandler konnte z.B. die MeBwertaufnahme in einem analogen
Modell komfortabel durchgefiihrt werden. Der von mir gebaute Wandler erfiilite leider
nicht alle an ihn gestellten Anforderungen. Im Prinzip funktioniert das Verfahren jedoch.

8) "I"
Eine vorher mit "s" gespeicherte Matrix kann vom Massenspeicher geladen werden.
9) "a"
Beendigung der Eingabe.
4.1 Standrohrspiegel [m]
Eingabe der Standrohrspiegel in [m] (d.h. bildlich: die Wasserstinde in den Probe-
bohrungen).
4.2 Transmissivitaten [m2/s]
4.3 Speicherfihigkeit
Speicherfahigkeitskoeffizienten fiir einen gespannten Grundwasserleiter.
4.4 Diffuse Zu-/Abflisse [m3/s]
Mit dieser Matrix 148t sich die Grundwasserneubildung durch Niederschlage simulieren.
Achtung! Ein Niederschlag von mehr als 1E-7 cbm/s kann verheerende Auswirkungen auf
die Bevolkerung haben.
4.5 Leakage Faktor (zur Zeit nicht implementiert)
Bestimmt die Durchidssigkeit eines iiber dem Grundwasserleiter liegenden halbdurch-
lassigen Schicht.
4.6 absolute Hohe eines Flusses (zur Zeit nicht implementiert)
4.7 absolute Hohe der FluBsohle (zur Zeit nicht implementiert)
4.8 absolute Hohe der Grundwasserieitersohle (zur Zeit nicht implementiert)
5. Arbeit

Ist ein Datensatz erstellt bzw. geladen, so kann die Berechnung der Standrohrspiegel durch-
gefihrt werden. Das dabei zu I8sende lineare Gleichungssystem kann mit verschiedenen
Gleichungslosern bearbeitet werden. Bevor mit der eigentlichen Berechnung begonnen wird,
ruft jeder Untermenipunkt zunichst verschiedene Dialogboxen auf. Diese sind entsprechend
zu beantworten.

5.1

Explizites Verfahren
Das explizite Verfahren I8st im eigentlichen Sinne kein LGS und ist nur in instationdren

Situationen einsetzbar. Der Algorithmus stammt aus dem Programm SAMT aus [1] S. 31ff.
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5.2

5.3

5.4

5.5

Das explizite Verfahren ist sehr instabil bei der Uberschreitung bestimmter Parameter-
groBen. Daher sind nur Kurzzeitversuche moglich. Sollte das Verfahren durch schlechte
Wahl der Zeitschrittlange dt instabil werden, so wird die Berechnung abgebrochen (die
graphische Ausgabe der Werte liefert schonen Bilder).

Implizites Verfahren (GauB)
Die gelieferten linearen Gleichungssysteme werden mit dem GauB-Jordan-Verfahren

gelost.

Implizites Verfahren (SOR-Verfahren)
Die gelieferten linearen Gleichungssysteme werden mit dem SOR - Verfahren gelost. Die

Wahl des Relaxationsparameters kann dabei selbstindig durch verschiedene Methoden
erfolgen (siehe Kapitel 3) oder per Hand vorgenommen werden (siehe Meniipunkt (3.4.)).

ADI-Verfahren
Entwickelt von Peaceman und Rachford. Reagiert auf zu lange Zeitschritte am Anfang

der Simulation mit falschen L8sungen.

IADI-Verfahren
Ein iteratives Verfahren als Weiterentwicklung des ADI-Verfahrens aus [11,S. 59 ff.

Bei allen Verfahren wird der Stand der Berechnung angezeigt (Zeitschritt, Zeitschrittlange,
maximale Abweichung). AuBerdem wird eine Rechenzeitbestimmung mit einer Aufldsung von
17100 sec. vorgenommen. Die hierzu erforderliche Funktion habe ich in Zusammenarbeit mit
Herrn York Schmitke (Projekt Verkehrssysteme) entwickelt.

Bei Uber der Zeit unverdnderlichen Randbedingungen gehen die Simulationen in einen statio-
ndren Zustand Uber. Das Programm erkennt dies und bricht die Berechnung mit einer ent-
sprechenden Meldung ab.

5.6 Graphik
Die 2D-Graphik (Isolinien) der Kinzelbach-Implementation ([11,S.73ff) wurde beibehal-
ten. Hinzugekommen ist eine 3D-Graphik und eine Schnittgraphik. Die 3D-Graphik ist
der Zeitschrift "ST Computer Extra” Nr.2, 1987 entnommen. Die Schnittgraphik wurde
durch das Programm Lotus 1-2-3 angeregt und selbst programmiert.

6. Sonstiges

6.1  Vergleich

6.2

Zwei Matrizen kénnen auf einfache Weise miteinander verglichen werden. Das Einlesen
der ersten Matrix erfolgt wahlweise direkt aus dem Programm (berechnete Standrohr-
spiegel) oder vom Massenspeicher. Die zweite Matrix wird immer vom Massenspeicher
gelesen. Nach dem Einlesen der Matrizen werden diese voneinander subtrahiert und
das Ergebnis ausgegeben.

Uhrzeit
Spielerei. Abgelesen werden konnen das Datum, die Uhrzeit (beides muB am Anfang der
Sitzung mit dem Kontrollfeld gesetzt werden) und die verstrichene Arbeitszeit.
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