
Berechnung der Richtungsabhängigkeit der P-Wellen
Geschwindigkeit in polykristallinen Eisproben mit vor
gegebener C -Achsen -Verteilung aus den elastischen

Konstanten des Einkristalls
Von H. Rüter, MÜnster/Westfalen ,:.)

Ztrsnmmenf'asaung : Es wrrd ein Verfahren, das
auf der Mittelung über die reziproken P-Wellen
Geschwindiglceiten beruht, angegeben, welches
gestattet, die Richtungsabhängigkeit der P-Wel
lengeschwindigkeit in polykristallinen Aggrega
ten mit nicht statistischer C-Achsen-Verteilung
n äherungsweisc zu berechnen.
Die erhaltenen Ergebnisse werden für eine Eis
probe aus dem Tuto-Eistunnel (Grönland) und
aus dem Emmons-Gletscher (USA) dargestellt.
Abstract: A method is presented to calculatc
with approximation the p-wave-velocities in
polycrystalline aggregats with a nonstatistic di
stribution of c-axes, This is achieved by calcu
lating the mean v al u e of reziprocal velocities.
The obtained results are plotted for a sample
from Tuto-Icetunnel (Greenland) and Emmons
glacier (USA).

Einleitung.

Um in Laborversuchen elastische Eigenschaf
ten von polykristallinen Aggregaten zu
bestimmen, werden meist (zumindest bei
grobkristallinen Aggregaten wie Gletscher
eis) Ultraschalluntersuchungen an Ein
kristallen durchgeführt und die erhaltenen
Ergebnisse auf das polykristalline Aggre
gat umgerechnet. Die dazu angegebenen
klassischen Verfahren von Voigt und Reuß,
die eine Mittelung Über die Spannungen bzw.
die Verzerrungen darstellen, geben nur
eine obere bzw. untere Grenze [iir die
elastischen Konstanten des polykristallinen
Aggregates. Diese Unbestimmtheit ist im
wesentlichen dadurch bedingt, daß die
durchschnittliche Form der Einzelkristalle
nicht berücksichtigt wird. Neuere Verfahren
nach Huber, Schmid, Boas und Brugge
mann [3 J sind von dieser Einschränkung
ebenfalls nicht frei. Lediglich das Verfahren
von Kröner [3J [uhrt im Falle kubischer
Symmetrie zu exakten Werten. Im Falle
hexagonaler Symmetrie muß hier die durch
schnittliche Kristallform etwa als Ellipsoid
angegeben werden.
Alle genannten Verfahren haben zum Ziel,
die elastischen Konstanten des isotropen
homogenen Gemisches zu ermitteln. Ledig
lich Kröner läßt eine eventuelle ellipsoide

statistische Verteilung der kristallogra
phischeu Achsen zu. Bei Eisproben aus
fließenden Gletschern ist aber meist eine
relativ komplizierte C-Achsenverteilung
(Textur) beobachtet worden. Es soll im
folgenden ein Verfahren angegeben werden,
daß die Berechnung der Richtungsabhängig
keit der P-Wellen-Geschwindigkeiten aus
den elastischen Konstanten des Einkristalls
Fiir eine vorgegebene C- Achsen-Verteilung
gestattet.
Die Grundlage des Verfahrens ist eine
Mittelung Über die reziproken Geschwindig
keiten in den Einzelkristallen, die durch
den Winkel zwischen Ausbreitungsrichtung
und C-Achse bestimmt ist, analog den Ver
fahren, die bei der Berechnung von mittle
ren Vertikalgeschwindigkeiten in der Re
flexionsseismik oder bei der Berechnung der
Schallgeschwindigkeit in porösen Medien an
gewendet werden.

Richtungsabhängigkeit der Ausbreitungsge
schwindigkeiten elastischer Wellen in hexa
gonalen Kristallen.
Hexagonale Kristalle sind bezüglich ihrer
elastisen Eigenschaften rotationssymmetrisch
um die C-Achse, also transversalisotrop.
Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten elasti
scher Wellen sind demnach allein vom Win
kel cp zwischen der Ausbreitungsrichtung und
der C-Achse abhängig. Die in Richtung er
möglichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten er
geben sich als Nullstellen der Determinanten

F -fN2 0 I
o G _fJy2 0

lOH -ry 2

F cos 2 cp (C 44 - C 11) + C 11
G cos 2 cp (C 44 - (C 11 + C 12)12) +

(C 11 - C 12)12
H cos 2 cp (- C 44 + C 33) + C 44
I = cos cp sin cp . (C 13 - C 44)

*) Dip!. Geophys. H. Rüter, 44 Münster/Westf., Steinfurter Straße 107, Institut für Reine und
Angewandte Geophysik.
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Durch Entwickeln nach der zweiten Zeile
zerfällt diese in zwei Teile, und nach Auf
lasen der quadratischen Gleichung ergibt sich:

V1 2 G

V2,Y F + H ± [(F + H) 2

-er (FH - P)]'I2

In Abbildung 1 sind die so berechneten Ge
schwindigkeiten in Abhängigkeit von cp wie
dergegeben.

wird die Richtungsabhängigkeit von V2 be
nutzt.

Mittelung über die reziproken Geschwindig
keiten.

Die Mittelung ist Über die reziproken P-Wel
lengeschwindigkeiten (V2) durchzuführen.
FÜr eine statistische C-Achsenverteilung (iso
trop homogenes Aggregat) ergibt sich:

iL (1!V2 (rpi) COS cpl

3814 mlsec

3810 rn/sec nach Voigt

3790 rn/sec nach Reuß

iL cos cpiVP

Rechnen wir die Summen mit einem Stütz
stellenabstand von 50 Für rpi , so ergibt sich
mit den in [2J angegebenen Konstanten für
Eis von -20,5 0 C:

VP

VP

VP

Zum

Vergleich

Wenn wir berÜcksichtigen, daß hierbei ver
nachlässigt wurde, daß V2 nicht rein longi
tudinal war, daß Brechung an den Kristall
grenzen stattfindet und daß der mittlere
Kristalldurchmesser nicht groß gegen die
\:vellenlänge ist, so ist die Übereinstimmung
der Ergebnisse zufriedenstellend.

Im Fall der nicht stastistischen CvAchsen
verteilung ist die Mittelung analog der oben

Vid(!J

Abbildung 1:
Ausbreitungsgeschwindigkeiten elastischer Wellen
in hexagonalen Kristallen (Eis -20,5" C)

Fig. 1: Velocities of Elastic Waves in Hexagonai
Crystals (Ice -20,5 "C)

V1 ist eine reine Transversalwelle. V2 ist
quasilongitudinal, V3 quasitransversal. Zu
der im folgenden beschriebenen Mittelbildung

Abbildung 2a:
Geschwindigkeitsverteilung in polykristallinem nicht isotropem Eis. Dargestellt im Schrnfdtv
sehen Netz. Tuto-Eistunnel, GrÖnland.
Fig. 2a:
Distribution of Sound-Velocity in Polycrystalline non-Isotropie rce. Plotted on a Schmidt Projec
tion. Tuto Ieetunnel, Greenland
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Abbildung 2b:
Geschwindigkeitsverteilung in polykristallincm nicht isotropem Eis. Dargestellt im Schmidt'schen
Netz. Emmons-Gletscher, USA.

Ffg, 2b:
Distribution of Sound-Velocity in Polycrystalline non-Isotropie Ice, Plotted on a Schmidt Proj ec
tion. Emmons-Glacier, USA

angegcbnen Gleichung durchzuführen: es
muß lediglich der Bewertungsfaktor cos (pi
durch die Üblicherweise in einem Schmidt'
sehen Netz eingetragene relative Häufigkeit
der C-Achsen ersetzt werden. Die erhaltenen
Mittelwerte können nun ihrerseits in Form
von Isolinien in einem Schmidt'schen Netz
dargestellt werden.

Ergebnisse.

Eine Berechnung nach obigem Verfahren
wurde für eine Probe aus dem Tute-Eis
tunnel (Grönland) und dem Emmons-Clet
scher (USA) auf der IBM 360/50 der Uni
versität MÜnster durchgerechnet. Die Ergeb
nisse sind zusammen mit der C-Achsen
Verteilung, die nach [4] Übernommen
wurde, in Abbildung 2a und b dargestellt.

Die Geschwindigkeiten für den Emrnonsglet
scher sind insgesamt etwa 20 m/sec zu hoch,
da mit den Konstanten von -20,5 0 C ge-

rechnet wurde. Dies hat jedoch keinen Ein
fluß auf den relativen Verlauf der Isolinien.

Es ist vorgesehen, am Institut für Reine und
Angewandte Geophysik der Universität
MÜnster an Gletscherproben die C-Achsen
Verteilung und die Richtungsabhängigkeit
der P-Wellengeschwindigkeit zu messen, und
somit das vorgeschlagene Berechnungsver
fahren experimentell zu prüfen,
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