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Kapitel 1

Einleitung

Die hydrodynamischen Gleichungen sind nichtlinear und nur fiir wenige Spezialfélle analy-
tisch 16sbar. Deshalb miissen sie numerisch gel6st werden. Zur numerischen Losung solcher
partiellen Differentialgleichungen stehen klassische Verfahren wie finite Differenzen, finite
Elemente und Spektralmethoden zur Verfiigung. Bei all diesen Verfahren wird von den ma-
kroskopischen Gleichungen ausgegangen, fiir die bestimmte Erhaltungssidtze — zum Beispiel
fiir Massen- und Impulsdichte — gelten. Diese Gleichungen werden durch irgendeinen For-
malismus diskretisiert. Dabei besteht grundsitzlich das Problem, dafl die Erhaltungssétze
auch in der diskretisierten Form gelten miissen. Dies ist besonders bei Integrationen iiber
lange Zeitrdume (z.B. bei Klimamodellen) unbedingt notwendig.

Gittergase und Gitter-Boltzmann-Modelle sind dagegen vollig neuartige Verfahren, mit
denen Stromungsprobleme simuliert werden kénnen, und basieren auf extrem diskretisier-
ten kiinstlichen Mikrowelten. Dabei geht man davon aus, dafl inkompressible Fluide durch
die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen und die Kontinuitétsgleichung beschrieben
werden, die Massen- und Impulserhaltung beinhalten. Auflerdem werden verschiedene Fluide
nur durch ihre Dichte und ihre Viskositéit unterschieden. Trotz unterschiedlicher mikroskopi-
scher Wechselwirkung bleibt die Form der Gleichungen erhalten. Die zugrunde liegende Idee
kann wie folgt formuliert werden (siehe Wolf-Gladrow, 1995a): “Betrachte kiinstliche Mi-
krowelten aus Teilchen auf einem Gitter, deren Wechselwirkung Masse und Impuls enthélt,
und berechne daraus durch Mittelwertbildung makroskopische Werte fiir Massen- und Im-
pulsdichte.”

Es wird also gegeniiber den klassischen Verfahren in gewisser Weise umgekehrt vorgegangen.
Man geht nun von einem diskreten Modell aus, das so definiert ist, dafl bestimmte Erhal-
tungssétze gesichert sind. Die partiellen Differentialgleichungen, die die makroskopische Dy-
namik beschreiben, miissen durch eine teilweise aufwendige Mehrskalenanalyse (Chapman-
Enskog-Entwicklung) aus der Mikrodynamik abgeleitet werden.

Das historisch erste Gittergas war das HPP-Modell und wurde 1973 von Hardy, de Pazzis
und Pomeau entwickelt. Es ist ein zweidimensionales Modell auf einem quadratischen Git-
ter. Wegen der zu geringen Symmetrie des Gitters fithrt es aber nicht auf die Navier-Stokes-
Gleichungen. Das gebriuchlichste Gittergas ist das FHP-Modell. Es war auch das erste,
das im makroskopischen Grenzfall die Navier-Stokes-Gleichungen lieferte. Dabei wird ein
hexagonalsymmetrisches Gitter verwendet, das sich aus Dreiecken zusammensetzt. Ent-
wickelt wurde es 1986 von Frisch, Hasslacher und Pomeau. Dies war auch der Beginn der
rasanten Entwicklung in den letzten zehn Jahren. Mit dem FHP-Modell konnten zunéchst
nur zweidimesionale Probleme simuliert werden. Um auch dreidimensionale Strémungspro-
bleme untersuchen zu kénnen, mufiten die Modelle aus Symmetriegriinden vierdimensional
werden. So wurde u.a. aus dem FHP-Modell das FCHC-Modell entwickelt. Beim PI-Modell
wird ein quadratisches bzw. kubisches Gitter benutzt und versucht, die zu geringe Symmetrie
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durch eine kompliziertere Impulsstruktur zu kompensieren, und in Mehrgeschwindigkeitsmo-
dellen wurden die Zustandsgleichungen gegeniiber dem FHP-Modell verbessert.
Anwendungen finden Gittergase bei vielen Stromungsproblemen, wie beispielsweise bei der
Modellierung von Karmanschen Wirbelstrafien oder Stromungen durch portse Medien. Es
wurden aber auch Modelle zur Simulation von mischbaren und nichtmischbaren Fluiden und
Problemen der Magnetohydrodynamik und Plasmaphysik konstruiert. Gegeniiber den klas-
sischen Verfahren sind Gittergase besonders leicht handbar bei Problemen mit komplizierten
Geometrien, wo sehr effektive Simulationen machbar sind.

Gittergase haben aber auch einige Schwéchen. So ist bei einigen der Druck explizit von der
Geschwindigkeit abhéngig, und alle Modelle leiden unter einem hohen Rauschniveau.

Bei den in den letzten Jahren entwickelten Gitter-Boltzmann-Modellen wurde zwar die
Diskretisierung vom Raum und Geschwindigkeit beibehalten, aber man ist auf kontinuierli-
che Besetzungszahlen iibergegangen. Die modernen Gitter-Boltzmann-Modelle sind von den
Schwiichen der Gittergase befreit. Sie sind wesentlich flexibler als Gittergase, ihre Theorie ist
einfacher zu behandeln und sie sind auch schon bei einfachen Geometrien konkurenzfihig ge-
geniiber klassischen Verfahren. Aufler zur effektiven Simulation von hydrodynamischen Pro-
blemen kénnen auch Gitter-Boltzmann-Modelle fiir andere partielle Differentialgleichungen
hergeleitet werden. So entwickelte beispielsweise Wolf-Gladrow (1995b) ein Modell fiir die
Diffusionsgleichung, das sehr gute Stabilitéitseigenschaften besitzt.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines Gitter-Boltzmann-Modells,
das auch auf Strémungen anwendbar ist, wie sie im Ozean und der Atmosphére vorkom-
men. Dazu miissen in den vorhandenen Modellen zusétzliche Kréfte beriicksichtigt werden.
Die bisherigen Modelle kénnen ‘nur’ die ‘nackten’ Navier-Stokes-Gleichungen ohne Coriolis-
kraft und Windschubspannung numerisch 16sen. Das Modell soll aber auf zwei Dimensionen
beschréinkt bleiben. Die Ergebnisse, die mit diesem neuen Gitter-Boltzmann-Modell erzielt
werden, werden quantitativ mit analytischen Losungen der linearisierten Gleichungen und
qualitativ mit den Resultaten anderer numerischer Modelle verglichen.

In Kapitel 2 wird zunichst die Methode der Gitter-Boltzmann-Modelle dargestellt. Im Ab-
schnitt 2.1 wird kurz der Ubergang von den Gittergasen zu den Gitter-Boltzmann-Modellen
skizziert. Nach einer Einfithrung in die Grundlagen werden im Abschnitt 2.3 alternative
Gleichgewichtsverteilungen vorgestellt. Um Stromungen im Ozean simulieren zu kénnen,
miissen zuséitzliche Krifte in das Gitter-Boltzmann-Modell eingebaut werden. Dazu werden
im Abschnitt 2.5 zwei Verfahren entwickelt: das makroskopische und das mikroskopische
Verfahren.

Im Kapitel 3 wird das Gitter-Boltzmann-Modell auf einfache Strémungsprobleme zwischen
zwei parallelen Platten angewendet. Es werden Couette- und Poiseuille-Stromungen sowie
nicht-stationére Stromungen untersucht. Im Abschnitt 3.4 wird die Stabilitdt von Poiseuille-
Stromungen bei hohen Reynoldszahlen untersucht.

SchlieBlich wird in den Kapiteln 4 und 5 das in Kapitel 2 weiterentwickelte Gitter-Boltzmann-
Modell so weit ausgeriistet, dafl Stromungen in einem barotropen Ozean simuliert werden
konnen. Das Modell wird in Kapitel 4 auf Trigheitsbewegungen im offenen Ozean ange-
wandt. Im Kapitel 5 wird die windgetriebene Zirkulation des Ozeans simuliert. Diese wurde
im linearen Fall von Stommel (1948) und Munk (1950a) analytisch untersucht. Bryan (1963)
und Veronis (1966b) untersuchten dagegen den nichtlinearen Fall mit numerischen Metho-
den. Die Ergebnisse des Gitter-Boltzmann-Modells werden dann mit diesen analytischen und
numerischen Losungen verglichen.

Zum Abschluf} folgt im Kapitel 6 eine Zusammenfassung der Ergebnisse, die mit dem wei-
terentwickelten Gitter-Boltzmann-Modell erzielt werden. Auflerdem wird ein Ausblick auf
weitere mogliche Anwendungen und denkbaren Weiterentwicklungen des Modells gegeben.



Kapitel 2

Gitter-Boltzmann-Modelle

2.1 Von Gittergasen zu Gitter-Boltzmann-Modellen

Die modernen Gitter-Boltzmann-Modelle wurden aus den Gittergas-Methoden (siehe Wolf-
ram (1986), Frisch et al. (1987) und Benzi et al. (1992)) entwickelt, um deren Schwéchen
zu iiberwinden. So leiden Gittergase unter Rauschen (vor allem bei kleinen Reynoldszahlen,
Dahlburg et al. (1987)), Verletzung der Galilei-Invarianz, einem explizit geschwindigkeits-
abhéngigem Druck und speziell das HPP-Gittergas auch noch an anisotroper Advektion.
Ausgehend von den bekannten Gittergasen FHP und FCHC versuchte man zunéchst, dafl
storende Rauschen zu unterbinden. Dazu wurden die Gitterpunkte gleich mit kontinuierli-
chen Besetzungszahlen belegt, anstatt diese durch Mittelwertbildung zu berechnen. Diese
ersten Gitter-Boltzmann-Modelle besaflen zwar das Rauschen nicht mehr, behielten aber die
anderen Probleme, so dafl sie heute nur noch historisch interessant sind.

Der nichste wichtige Schritt war der Ubergang von Fermi-Dirac- auf Boltzmann-Vertei-
lungen, wodurch die Galilei-Invarianz nicht mehr verletzt wurde. Dann konnte Koelman
(1991) zeigen, dafl bei Mehrgeschwindigkeitsmodellen mit Boltzmann-Verteilungen und meh-
reren Geschwindigkeitsbetragen auf Gittern mit ausreichender Symmetrie alle oben erwahn-
ten Probleme nicht mehr auftreten. Damit war ein entscheidender Schritt in der Entwick-
lung der Gitter-Boltzmann-Modelle getan. Allerdings konnte die Viskosit#t noch nicht be-
liebig eingestellt werden. Deshalb wurde aus Koelman’s Modell das moderne BGK-Gitter-
Boltzmann-Modell (Bhatnagar, Gross and Krook, 1954) entwickelt (Qian et al., 1992). Da-
bei wurde der Stoterm so veréndert, dal nahezu beliebige Viskositétskoeffizienten einstell-
bar sind. Damit sind auch Simulationen von Problemen mit hohen Reynoldszahlen moglich,
was wohl den entscheidenden Durchbruch in der Entwicklung der Gitter-Boltzmann-Modelle
darstellt. So haben Martinez et al. (1994) zerfallende Turbulenz in zwei Dimesionen simu-
liert und dabei einen Vergleich mit spektralen Methoden durchgefiihrt. Es zeigte sich, dafl
die Gitter-Boltzmann-Modelle beziiglich der Rechenzeit gegeniiber den spektralen Metho-
den konkurenzfihig sind.

Die Simulationen in dieser Arbeit werden mit einem weiterentwickelten BGK-Gitter-
Boltzmann-Modell fiir zwei Dimensionen gerechnet. Dieses Modell wird nun in den folgenden
Abschnitten vorgestelllt.

2.2 Das BGK-Gitter-Boltzmann-Modell

In diesem Kapitel sowie in der gesamten Arbeit wird ein rechts-héndiges Koordinatensystem
in zwei Dimensionen benutzt, wobei die positive x-Achse in dstlicher und die positive y-Achse
in nordlicher Richtung zeigt. Der Koordinatenursprung soll in der unteren linken Ecke des
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jeweils zu betrachtenden Gebietes liegen. Der Geschwindigkeitsvektor wird mit u = (u,v)
und der Ortsvektor mit x = (z, y) bezeichnet.

2.2.1 Gitter und zentrale Grof3en

Das BGK-Gitter-Boltzmann-Modell wurde aus dem Modell von Koelman (1991) entwickelt.
Die zentralen Gréflen beim Gitter-Boltzmann-Modell von Koelman sind die Einteilchen-
verteilungsfunktionen Fj(x,t). Die Dichte p und die Impulsdichte j = (js,j,) werden als
(gewichtete) Summen iiber die F;(x,t) definiert:

p(x,t) = ZFi(x,t), j(x,t) = ZciFi(x,t). (2.1)

Dabei sind die ¢; = (¢z4, ¢y,;) die Verbindungsvektoren zu den benachbarten Gitterpunkten
und werden Gittergeschwindigkeiten genannt. Bei Koelman waren diese in 2D von der Form

c (0,0)
c527374 = (za,$d)
cX; = (0,+2b)
ety = (424,0). (2.2)

Es gibt also 9 verschiedene Gittergeschwindigkeiten. Fiir die Gitterkonstanten a und b gilt
die Bedingung “3—2 < b? < 362, damit die globalen Gleichgewichtsverteilungen W;, die weiter
unten eingefiihrt werden, immer positiv sind (siehe Koelman, 1991). Wihlt man fiir a = b =
% und dreht das Gitter um 45°, erhilt man ein quadratisches Gitter (siehe Abbildung 2.1)

mit folgenden Geschwindigkeiten c;:

co (0,0)
C1,2,34 = (£1,£1)
Cs,7 (0,£1)
cos = (£1,0). (2.3)

In der vorliegenden Arbeit wird dieses Gitter benutzt, da es sich fiir die numerische Um-
setzung am besten eignet. So haben Hou et al. (1995) erstmals ein quadratisches und ein

O—0O—0

@ D)

O——(O—~0

Abbildung 2.1: Das quadratische 2D Koelman-Gitter mit 9 Gittergeschwindigkeiten.
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dreieckiges Gitter (wie beim FHP-Gittergas) bei der Simulation von ‘Cavity-Flows’ mit
BGK-Modellen miteinander verglichen und die besseren Umsetzungsmdoglichkeiten des qua-
dratischen Gitters bestéitigt. So konnten sie bei gleicher Gitterausdehnung und maximaler
Geschwindigkeit hohere Reynolds-Zahlen im Vergleich zum FHP-Gitter erreichen. Dies be-
deutet, dal das Modell kleinere Viskositidten vertrégt.

Die Verteilungsfunktionen F; konnen in Gleichgewichtsnidhe — also fiir kleine Machzahlen
— als Summen globaler Gleichgewichtsverteilungen W; und kleinen Stérungen s; formuliert
werden

Fi(X, f,) =W, + Si(X, f,), (24)

wobei die | s;(x,t) | < W; sind. Die globalen Gleichgewichtsverteilungen W; sind fiir ver-
schwindende Geschwindigkeiten definiert und diirfen nicht negativ werden, damit die Dichte
p nicht negativ wird. Mit der Boltzmann-Verteilung

wp(v) = po (ZWZBT> Dexp ( m” > (2.5)

 2kpT
(D Dimension, py Massendichte, m Teilchenmasse, v Teilchengeschwindigkeit, kg Boltz-
mannkonstante, 7' Temperatur) sollen die W; in der Summe so {ibereinstimmen, dafl die
ungeraden Momente verschwinden

=

ZVVwm = /clva(v)v(y =0 (2.6)

ZVViCmaCm = /deB(v)vavgv7 =0 (2.7)

7

und fiir die geraden

ZVVi = /deB(v) = po (2.8)

T
Z WiciaCip = /deB(v)vavg = pokiéag (2.9)
, m
Z WiciaCigCinCis = /deB(v)vavgv7v5 (2.10)
ksT\>
= po (7) (50([3575 + 50(75[35 + 50(55[37) (211)

gilt. Aus diesen Bedingungen fiir die geraden Momente erhélt man 6 Gleichungen, um die W;
zu bestimmen. Aus Symmetriegriinden sind aber die W fiir gleiche Geschwindigkeitsbetrige
C% identisch, so dal W; = Wy = W3 = W4 und W5 = W = Wy = Wy ist. Deshalb ver-
schwinden auch die ungeraden Momente iiber die W;, und die geraden Momente reduzieren

sich auf vier linear unabhéngige Gleichungen:

Wo+4W1 +4Ws = po (2.12)
kpT
AW, 4 2Ws = p()% (2.13)
ksT\ 2
AWh +2Ws = 3po (%) (2.14)

T 2
AWy, = po (ki> . (2.15)
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Daraus ergeben sich die folgenden Werte fiir die W;:

W, 4 W, 1 W: 1 kgT 1
Wo , 23 1 sers 1o 4 kBT 1 (2.16)
po 9 Po 36 £0 9 m 3

2.2.2 Zeitliche Entwicklung im Modell

Bei der zeitlichen Entwicklung treten im Gegensatz zu den Gittergasen, wo Stofiregeln for-
muliert wurden, keine expliziten Stéfe mehr auf. Bei Koelman (1991) bestand sie urspriing-
lich aus abrupten Ubergiingen ins lokale Gleichgewicht und anschliefender Propagation und
wurde durch die kinetische Gleichung

Fi(x +ci,t+1) = F9(x, 1) (2.17)

beschrieben. Das Modell lief§ allerdings nicht die Einstellung beliebiger Viskositidten zu.
Dies wurde erst in modernen Gitter-Boltzmann-Modellen, wie dem BGK-Gitter-Boltzmann-
Modell, moglich, wo eine modifizierte kinetische Gleichung verwendet wird. Die kinetische
Gleichung lautet nun

Fi(x+cit+1) = (1 —w)Fi(x,t) + wF(x, t). (2.18)

Der Parameter w dient zur Einstellung der Viskositét, worauf spater noch niher eingegangen
wird. Die F;?(x, t) sind die sogenannten lokalen Gleichgewichtsverteilungen. Sie sind von der
lokalen Massen- und Impulsdichte p(x, ¢) und j(x,t) abhéingig. Thre Berechnung erfolgt mit
Hilfe des Entropieprinzips, wobei die Erhaltung von Masse und Impuls beachtet wird. Dazu
definierte Koelman eine Entropiedichte

Fieq(xa t)

W (2.19)

S(x,t) := _k Z Ff(x,t)In
m =

Die F{? werden aus der Maximierung dieser Entropie unter den Nebenbedingungen (2.1)
bestimmt (siche Wolf-Gladrow, 1995a). Fiir sie gilt dann bis zur zweiten Ordnung in kleinen
Groflen die Formel

Firpd) = S ot poped g | (e 2 - 7 . (2.20)
Dabei ist py das globale Mittel der Dichte. Koelman benutzte im Vorfaktor des dritten
Terms pg statt p. Diese Naherung ist fiir kleine Machzahlen — also nahezu inkompressible
Stromungen — zuléssig.

Die F;? sind nicht in jedem Fall positiv, obwohl die W; > 0 sind, da sie letztendlich Néhe-
rungslosungen darstellen. Sie miissen aber positiv sein, damit keine negativen Dichten auf-
grund der Gleichung (2.1) auftreten konnen! Unter Vernachlissigung von Dichtevariationen
sind sie fiir Machzahlen M, < 1 immer nicht negativ (siche Wolf-Gladrow, 1995a). Die
Modellgeschwindigkeiten sollten also unterhalb der Schallgeschwindigkeit ¢, bleiben. Eine
kritische Grofle liegt schon bei cgrie = 0.3 — 0.4d¢s ~ 0.17, weil oberhalb davon verstérkt
Schallwellen angeregt werden (Schlichting, 1982).

Aus den mikroskopischen Verteilungsfunktionen F; konnen mit einer Mehrskalenanalyse
(Chapman-Enskog-Entwicklung) im Makroskopischen Navier-Stokes-Gleichungen mit einem
Druck p, einer kinematischen Scherviskositidt v und einem Advektionsterm ohne Verletzung
der Galilei-Invarianz hergeleitet werden:

88—‘; + (uV)u + % v (VPu £ V(Vu)) =0, (2.21)
0
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Abbildung 2.2: Der Viskosititskoeffizient v des BGK-Gitter-Boltzmann-Modells kann tiber

den Parameter w eingestellt werden. In der Abbildung wird v gegen % dargestellt.

wobei hier im inkompressiblen Bereich (V - u = 0) der letzte Term verschwindet. Der Druck
p ergibt sich zu

kgT 1
p=p—— —po= 5P — Do, (2.22)
m 3

wobei py eine Konstante ist'. Damit betrigt die Schallgeschwindigkeit ¢, gerade

_ dp _ /kBT_\ﬁ
=3 =V m = V3 (2.23)

Fiir den Viskosititskoeffizienten v gilt die Beziehung

1 1 T 2-
yo (L_L\ksT _2-w (2.24)
w 2 m 6w

Er hingt also vom Parameter w der kinetischen Gleichung (2.18) ab und ist so iiber ihn
nahezu beliebig einstellbar. Positive Viskosititskoeffizienten erhélt man fiir 0 < w < 2 (siehe
Abb. 2.2). In Analogie zum SOR-Verfahren (successive over-relaxation, siehe z.B. Wolf-
Gladrow, 1994) bei der iterativen Losung linearer Gleichungssysteme wird dieses Modell auch
als SOR-Gitter-Boltzmann-Modell bezeichnet. Eine vollstéindige Mehrskalenanalyse steht
z.B. in der Habilitationsschrift von Wolf-Gladrow (1995a).

Mit der Beziehung aus Gleichung (2.24) kénnen nun beliebige Reynoldszahlen Re im Modell
nach folgender Formel eingestellt werden:

_ U.L.  6wU.L..

Re ; (2.25)

v 2—w

mit U, als charakteristischer Geschwindigkeit und L. als charakteristischer Lénge.

IBei inkompressiblen Fliissigkeiten ist der Druck p in der Eulerschen Gleichung bis auf eine Konstante
po bestimmt. Er stellt dann die Reaktion gegen die Inkompressibilitdtsbedingung dar (siehe A. Sommerfeld,
Vorlesungen iiber theoretische Physik, Band 2, 1970, S. 79f.).
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2.2.3 Der Algorithmus des Gitter-Boltzmann-Modells

Zusammengefafit besteht der gesamte Algorithmus des Gitter-Boltzmann-Modells demnach
aus 4 Schritten:

1. Setze Anfangsverteilungen fiir p(x,0) und j(x,0) auf das Gitter.
2. Berechne die Gleichgewichtsverteilungen F? nach Gleichung (2.20).

3. Berechne die neuen Nichtgleichgewichtsverteilungen F; mittels der kinetischen Glei-
chung (2.18).

4. Berechne die Verteilungen fiir p und j zum neuen Zeitpunkt ¢+ 1 nach Gleichung (2.1)
und gehe zuriick zu Schritt 2.

2.3 Alternative Gleichgewichtsverteilungen

Die Gleichgewichtsverteilungen F;“¢ konnen noch auf einem anderen Weg als aus der Ma-
ximierung beim Entropie-Prinzip hergeleitet werden (siche Martinez et al. (1994), Wolf-
Gladrow (1995a)). Dabei macht man fiir die F? einen Ansatz bis zu quadratischen Termen
in der Geschwindigkeit u und in ¢; - u, da diese zum Advektionsterm fithren. Dies ist aus der
Theorie der Gittergase und des Koelman-Modells (1991) bekannt. Aus Symmetriegriinden
sollen die freien Parameter des Ansatzes nur von der Dichte und vom Betrag, aber nicht von
der Richtung der Gittergeschwindigkeiten c;, abhéingen. Weiter wird natiirlich gefordert, daf3
sich im Makroskopischen mittels einer Mehrskalenanalyse die gewiinschten Navier-Stokes-
Gleichungen ergeben. Entsprechend den drei Betriigen 0, 1 und v/2 der Gittergeschwindig-
keiten ¢; (Gl 2.3) wird fiir die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen F;“ folgender Ansatz

mit zehn freien Parametern (Ao, Dy, . . . ,D2) gemacht:
Foeq = AQ + D()ll2
Ff?7 = Aj+ Bicyu+ Ci(c;u)® + Dyu? firi=1,2,3,4 (2.26)
Ff? = A+ Bycju+ Co(cu)® + Dyu®  fiiri = 5,6,7,8 .

Dieser Ansatz wird von einer ganzen Schar von Verteilungsfunktionen F;? erfiillt. Daraus
ergibt sich nun auch die Moglichkeit, die Schallgeschwindigkeit c¢s im Modell explizit ein-
zustellen. Die Gleichgewichtsverteilungen sind also nicht eindeutig bestimmt. Diese Nicht-
Eindeutigkeit ist aber unproblematisch, da die Verteilungsfunktionen der kiinstlichen Mi-
krowelt nicht direkt von Interesse sind. Koelman’s F;? aus Gleichung (2.20) mit der Schall-
geschwindigkeit aus Gleichung (2.23) sind ein Spezialfall davon und lauten hier dquivalent:

4 3
Foeq = §p (1 — 5112)
eq 1 9 2 3.9 L
F7 = —pl1+43ciu+ =(c;u)® — -u fiiri=1,2,3,4 (2.27)
¢ 36 2 2
eq 1 9 2 3.9 L
F* = 97 1+ 3c;u+ §(ciu) —5u fiir i =5,6,7,8.

2.3.1 Gleichgewichtsverteilungen fiir inkompressible stationére
Modelle

Ausgehend von diesen Verteilungsfunktionen fiir das Gleichgewicht entwickelten Zou et al.
(1995a,b) modifizierte Gleichgewichtsverteilungen F;?. Die Motivation bestand darin, ein
BGK-Gitter-Boltzmann-Modell fiir inkompressible stationire Strémungen mit einem
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deutlich verringerten Kompressibilitéitsfehler zu entwickeln. Bei Gitter-Boltzmann-Modellen
treten zwei verschiedene Fehler auf. Sie werden durch die endliche Grofle des Gitterab-
standes und durch Effekte aufgrund von Kompressibilitdt verursacht. Mit abnehmendem
Gitterabstand wird auch der Fehler durch den Gitterabstand kleiner, aber der Fehler durch
Kompressibilitidt gewinnt an Bedeutung. Um den Fehler weiter zu verringern, miissen die
Geschwindigkeiten im Modell oder der Gitterabstand weiter reduziert werden. Letzteres ist
aber wegen begrenzter Rechnerkapazitdten nur eingeschréinkt moglich. Wird die Geschwin-
digkeit bei festem Gitterabstand gesenkt, mufl auch die Viskositéit verkleinert werden, wenn
eine vorgegebene Reynoldszahl erreicht werden soll. Die Viskositét ist aber auch nicht belie-
big reduzierbar, weil bei Gitter-Boltzmann-Modellen mit sehr kleinen Viskositdten numeri-
sche Instabilitéiten auftreten konnen. Dies hdngt aber auch von der Grofle des Gitters, den
Randbedingungen und vom modellierten Problem selbst ab. Daraus folgt aber, daf sich der
Kompressibilitéitsfehler nicht vollstdndig vermeiden 148t. Er liegt in der Gréflenordnung von
O(M?), wobei M die Machzahl ist (Zou et al., 1995b).

Werden die Gleichgewichtsverteilungen (2.27) verwendet, liefert — wie schon erwihnt — ei-
ne Mehrskalenanalyse im Makroskopischen die Kontinuitéits- und die Impulsgleichung, und
damit die Navier-Stokes-Gleichung. Fiir den Fall einer stationéren Stromung lautet die Kon-
tinuitétsgleichung, die ein Gitter-Boltzmann-Modell mit den Verteilungen (2.27) liefert,

V(pu) = pVu +uVp = 0+ O(5?). (2.28)

Dabei ist O(62) der Fehler aufgrund des endlichen Gitterabstandes §. Fiir die exakte inkom-
pressible stationédre Navier-Stokes-Gleichung gilt aber Vu = 0. Der Term uVp aus Gleichung
(2.28) stellt damit gerade den Kompressibilititsfehler des Gitter-Boltzmann-Modells dar.
Zou et al. fithrten nun folgende neue Verteilungsfunktionen F “? fiir das Gleichgewicht ein:

F1 = g (p - gu2>

Feo = L (p+ 3c;u+ g(ciu)Q — §u2> fir i = 1,2,3,4 (2.29)
‘ 36 2 2 T

qu = é (p + 3c;u + g(ciu)2 - gu2> fir:=5,6,7,8.

(Beachte: p steht jetzt innerhalb der Klammern!) Dadurch wird die Gleichung (2.1) zu

p(x,t) = Z Fi(x,t), u(x,t) = Z ciFi(x,t). (2.30)

modifiziert. Man beachte, daf} jetzt die Geschwindigkeit u statt des Impulses j aus der Sum-
mation iiber die Produkte der Gittergeschwindigkeiten mit den Verteilungsfunktionen folgt!
Mit den Verteilungen (2.29) liefert die Mehrskalenanalyse die makroskopische Kontinuitéts-
gleichung

Vu =0+ 0(8%), (2.31)

die nun bis auf den Gitterfehler O(6%) mit der exakten inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichung iibereinstimmt. Der Kompressibiltatsfehler tritt nicht mehr auf.

Es sei noch darauf hingewiesen, daff die neuen Verteilungsfunktionen F. “? nur fiir stationdire
Stromungen giiltig sind. Bei nicht-stationédren Stromungen mufl auch noch die Abhéngigkeit
der Dichte p von der Zeit beriicksichtigt werden.

Im Ubrigen nehmen die Rechenzeiten auf einer CRAY J90 bei Verwendung der neuen qu
um etwa 10 - 15 % ab. In dieser Arbeit werden die Ff? aber nur bei den Simulationen in
Kapitel 5 benutzt (worauf aber speziell hingewiesen wird), da die Artikel von Zou et al.
(1995a,b) erst withrend der Anfertigung dieser Arbeit erschienen. Ansonsten werden immer
die alten Gleichgewichtsverteilungen F;“ verwendet.
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2.3.2 Das Gitter-Boltzmann-Modell ohne nichtlinearen Term

Bei der Behandlung von hydrodynamischen Problemen und Stréomungen im Ozean und in
der Atmosphére wird manchmal der nichtlineare Term (uV)u der Navier-Stokes-Gleichung
vernachléssigt. Analytische Losungen lassen sich oft nur fiir solche linearisierten Probleme
finden. Da bekannt ist, dafl in Gitter-Boltzmann-Modellen quadratische Terme in u und
¢; - u zum nichtlinearen Term fithren, kann dieser wie folgt eleminiert werden:

Im Ansatz (2.26) fiir die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen F;? werden die Parameter
C; und D; gleich null gesetzt, wihrend die Parameter A; und B; ihre Werte behalten. Die
Verteilungen lauten dann

4
Fe o=
0 9p
1
F{' = gep(l+3cu)  firi=1234 (2.32)
1
Ff1 = §p(l + 3c;u) fiir: =5,6,7,8;

beziehungsweise fiir inkompressible stationére Stromungen

~ 4
F4 = =
0 9/)
~ 1
F{' = So(p+3eu)  firi=1234 (2.33)
~ 1
Fft = 9 (p + 3c;u) fiirt=5,6,7,8.

Eine Mehrskalenanalyse liefert schliellich die makroskopische Navier-Stokes-Gleichung ohne
den advektiven Term (uV)u (siehe Higuera, 1990).

2.4 Randbedingungen

Die Initialisierung eines Modells und die Wahl der richtigen Randbedingungen sind ein
wesentlicher Teil bei der numerischen Modellierung von physikalischen Problemen. Ein sehr
wichtiger Punkt beziiglich der Rénder ist die Erhaltung von Impuls und Masse. Es darf
zu keinem unerwiinschten Flufl von Masse und Impuls iiber feste Rdnder kommen. Daher
werden hier einige prinzipielle Bemerkungen zu den Randbedingungen des BGK-Gitter-
Boltzmann-Modells dieser Arbeit ausgefiihrt.

Das quadratische Modellgitter habe immer L 4+ 1 Punkte in x-Richtung und H + 1 Punkte
in y-Richtung, wodurch ein Gebiet mit (L + 1) x (H + 1) Gitterpunkten aufgespannt wird,
daf L GE lang und H GE breit ist (GE = Gittereinheit).

Die Anfangsverteilung der Dichte wird bei allen Simulationen dieser Arbeit auf p(x,¢ = 0) =
1 gesetzt. Dann gilt im nahezu inkompressiblen Bereich p(x,t) = pp & p1(%,t) mit |p1]| < po.
Daraus folgt fiir die Impulsdichte j(x,t) = p(x,t) u(x,t) ~ u(x, t).

Nun zur korrekten Umsetzung von Randbedingungen. Bei einem Gitter-Boltzmann-Modell
miissen zu jedem neuen Zeitschritt ¢ 4+ 1 neue Nichtgleichgewichtsverteilungen F; berechnet
werden, die dann gemé&f der kinetischen Gleichung (2.18) vom Gitterpunkt (z —cg i,y —¢y.i)
zum Punkt (z,y) propagieren. Die Verteilungsfunktionen F; am Punkt (x,y) werden also
durch die Beziehung

Fi(‘x —CxiyY — Cy,i) — Fl(xay) (234)

von den Nachbarpunkten zum Punkt (z,y) propagieren. Aus diesen Verteilungsfunktionen
F;(xz,y,t + 1) werden mittels Gleichung (2.1) die neuen Werte der Dichte p(x,y,t + 1)
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und der Impulsdichte j(x,y,¢ + 1) berechnet. Auf den Randpunkten sind nicht alle
Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; bekannt, da einige Punkte (z — ¢4, ¥ — ¢yi)s
von denen aus Propagation stattfinden sollte, aulerhalb des Gebietes liegen. Zum einen
propagieren einige Verteilungsfunktionen vom Rand aus dem betrachteten Gebiet heraus,
wéhrend andere von virtuellen Gitterpunkten auflerhalb des Gebiets auf die Randpunkte
propagieren. Da letztere F; unbekannt sind, aber zur Berechnung von Dichte und Impuls
auf dem Rand gebraucht werden, miissen sie unter Beriicksichtigung der Art der Randbedin-
gung gesondert bestimmt werden. Auf den jeweiligen Rdndern und Ecken eines rechteckigen
Gebietes sind folgende Verteilungsfunktionen F; unbekannt (vergleiche Abb. 2.3):

1. Rinder:

e Unterer Rand — y =0 : Fy, Fy, F5.
e Oberer Rand — y=H: F3, Fy, F7.
e Linker Rand — x =0 : Fy, F3, Fg.
e Rechter Rand — x=L: Fy,Fy, Fs.

2. Ecken:

e Ecke unten-links — =0, y=0 : Fy, Fs, F3, F5, Fg.
e Ecke unten-rechts — =z =L, y=0 : Fy, Fs, Fy, F5, Fg.
e Ecke oben-links — =0, y=H : Fy, F3, Fy, Fg, Fr.
e Ecke oben-rechts — x =L, y=H : Fy,F;s, Fy, F7, Fs.

Fy Fy I

Abbildung 2.3: Propagation der Verteilungsfunktionen F; zum Punkt (z,y).

Wie sehen jetzt aber diese Verteilungsfunktionen genau aus, damit Impuls und Dichte auf
dem Rand berechnenet werden kénnen? Das héngt — wie schon erwdhnt — von der Art
der gewihlten Randbedingungen ab. In dieser Arbeit werden periodische, Gleit-(‘Slip’-) und
Haft-(‘No-slip’-)Bedingungen benutzt. Bei periodischen Randbedingungen flieit das, was auf
einer Seite des Gebietes herausfliefit, auf der gegeniiberliegenden wieder herein. Wenn auf
dem gesamten Rand periodische Randbedingungen gelten, betrachtet man eine unendlich
ausgedehnte Ebene. Bei Slip-Bedingungen verschwinden die Normalkomponente und die
Normalableitung der Geschwindigkeit auf dem Rand (u, = 0, g—g = 0), und bei No-slip-
Bedingungen ist die gesamte Geschwindigkeit auf dem Rand gleich null (u = 0). Die auf
dem Rand unbekannten Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; werden daher gerade
so bestimmt, daf die Definitionen (2.1) von Dichte p und Impulsdichte j diese Bedingungen
erfiillen. Wie das fiir die drei angesprochenen Randbedingungen formal aussieht, soll nun
erldutert werden:
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a) Periodische Randbedingungen

Bei periodischen Randbedingungen ist die Propagation auf dem gesamten Rand identisch
mit der fiir einen inneren Gitterpunkt nach Abb. (2.3) bzw. der Beziehung (2.34). Allerdings
gilt fiir die folgenden Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen Fj:

Fyselr=—1y) = Faelr=1Ly),
Frasx=L+1y) = Fas(z=0y),

Fios(z,y=-1) = Fias(z,y=H), (2.35)
Fsa7(z,y=H+1) = Fsaq7(z,y=0).

b) No-slip-Bedingungen

Bei No-slip-Bedingungen verschwindet die Geschwindigkeit (v = v = 0) und damit auch der
Impuls auf dem Rand. Fiir Gleichung (2.1) gilt dann auf dem Rand

j|Rand(x’y) = ZC’L J? y7 =0 also
Jo| Rana _F1+F2+F3_F4+F6_F8:0 (2.36)
jy|Rand = F1+F2—F3—F4—|-F5—F7:O,

Das sind 2 Gleichungen fiir 3 Unbekannte. Wie werden nun daraus die unbekannten F; be-
rechnet? Nimmt man beispielsweise einen Gitterpunkt auf dem unteren Rand (y = 0), dann
sind F, F5 und Fj nicht bekannt und miissen bestimmt werden:

Die Verteilungsfunktionen F; setzen sich aus einen Gleichgewichtsanteil F;¢ und einem
Nichtgleichgewichtsanteil F*“! = F; — F? zusammen. Betrachten wir zunéchst die bei-
den Verteilungsfunktionen F5 und F%, die fiir y = 0 in Richtung der Normalen des Randes
liegen. Die Nichtgleichgewichtsanteile von F5 und F7 seien nun gleich, so dafl

Fy — Ff9 = Fr — F1 (2.37)

gilt. Diese Annahme wird in der Literatur als “bounce-back”-Regel bezeichnet (siche z.B.
Zou und He, 1995a). Mit Gleichung (2.36) stehen nun drei Gleichungen zur Berechnung der
drei Unbekannten zur Verfiigung. Zusammen mit den Gleichungen (2.27) folgt daraus fiir
F5I
2
F5 = F7 - gpv = F7. (238)

Addiert man unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.38) die beiden Gleichungen aus (2.36),
ergibt sich fiir Fo:

1
Fy=F,— §(F6 — Fg). (2.39)
Dieses Ergebnis in die untere Gleichung von (2.36) eingesetzt, fithrt zu
1
Fy = F3— §(F6 — Fg). (2.40)
Damit sind alle drei unbekannten Nichtgleichgweichts-Verteilungsfunktionen bestimmt.
Bei der Programmierung des Modells in dieser Arbeit wird die “bounce-back”-Regel auch fiir
die beiden F; tangential zum Rand gesetzt (was nicht unbedingt notwendig ist). Im obigen

Beispiel gilt dann fiir die Gleichgewichtsanteile von Fg und Fg

2
F§t— Fg1 = 3o = 0. (2.41)
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rz=0 z=1L O<z<L |O0<z<L |z=0|2=0|x=L|xz=1L

O<y<H |0<y<H y=20 y=H y=0|ly=H |y=0|y=H
i il il il i il il il il
Iy Iy Vi I3 Iy Fy Iy Vi Iy
i) Fy i) Fy i) Fy Iy I3 i)
Fj Fy Fj Fj Fy Fy Fy I3 Iy
Fy Fy i) Fy i) Fy Iy I3 i)
F | i+ F) | 3(Fs + Fr) I Fs I Fs F; Fy
Fg Fy Fg s(Fs + Fs) | 3(Fe+ Fs) | Fy Fy Fg Fg
Fr || s(F5+ Fr) | 3(F5 + Fy) Fr Fs Fr Fs Fr Fy
Fy Fy Fg s(Fs+ Fs) | $(Fe + Fs) | Fy Fy Fg Fg

Tabelle 2.1: No-slip-Bedingungen: Nichtgleichgewichts- Verteilungsfunktionen F; fiir den
gesamten Rand. In der erstem Spalte stehen die 9 vorkommenden F; und in den anderen
Spalten die Werte, die sie auf den Rand- und Eckpunkten annehmen. In der obersten Zeile
stehen die x- und y-Koordinaten der Rand- und Eckpunkte.

Daraus folgt dann Fy = F3, Fo = F; und F5 = F7. Aus Symmetriegriinden wird nun noch

1
Fo=Fg = §(F6+F8) (2.42)

gesetzt.

Die auf den iibrigen Randstiicken unbekannten F; kénnen nach demselben Schema berech-
net werden. In Tabelle 2.1 werden die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; fiir den
gesamten Rand mit No-slip-Bedingungen dargestellt.

c¢) Slip-Bedingungen

Bei Slip-Bedingungen ist die Normalkomponente der Geschwindigkeit und ihre Normalablei-
tung gleich Null (u, = 0, g—z = 0). Wihlen wir als Beispiel wieder einen Gitterpunkt auf
dem unteren Rand (y = 0), um zu zeigen, wie die unbekannten F; bestimmt werden kénnen.
Es werden also wieder Fy, F5 und F5 gesucht:

Nach Gleichung (2.1) gilt

—F1+F2+F3—F4—|—F5—Fg=p’u,
Fi+ Fy— Fy— Fy+ Fs — Fr, = 0.

Je(w,y=0) =

Jay=0) = (2.43)

Dies sind wieder zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte. Als Zusatzannahme wird hier fiir
die Verteilungsfunktionen Fs und F; die “bounce-back”-Regel (2.37) genauso angewandt
wie bei No-slip-Bedingungen. Also ist nach Gleichung (2.38) F5 = F7. Damit folgt aus der
zweiten Gleichung von (2.43)

Fy=—Fy,+F+ Fy. (2.44)
Mit dieser Beziehung folgt aus der ersten Gleichung von (2.43)
1 1
FQ = F4 - §(Fﬁ - Fg) + 5,0’(1, (245)

Weil v = 0 ist, gilt fiir die Gleichgewichtsverteilungen F/? (Gl. 2.27) gerade Fy'? = F;? und
Fy% = F39. AuBerdem 148t sich nachrechnen, daf in diesem Fall auch

1 1
B3t = Fy' = 5 (Fg" = F") + gpu (2.46)
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rz=0 z=1L O<zxz<L|0<z<L|xz=0|z=0|x=L|x=1L

O<y<H|0<y<H y=20 y=H y=0|y=H |y=0|y=H
i il i i il il il il il
Iy Iy Iy Fy Iy Fy Iy I3 Iy
i) Iy i) I3 i) Fy Iy I3 i)
Fj Fy Fj Fj Iy Fy Iy I3 Iy
Fy Fy I3 Fy Iy Fy Iy I3 i)
Fs Fs Fs F7 Fs F7 Fs F7 Fs
Fg Fg Fg Fg Fg Fg Fg Fg Fg
F7 F7 F7 F7 Fs F7 Fs F7 Fs
Fg Fyg Fg Fg Fg Fyg Fyg Fg Fg

Tabelle 2.2: Slip-Bedingungen: Nichtgleichgewichts- Verteilungsfunktionen F; fiir den ge-
samten Rand. In der ersten Spalte stehen die 9 vorkommenden F; und in den anderen Spalten
die Werte, die sie auf den Rand- und Eckpunkten annehmen. In der obersten Zeile stehen
die x- und y-Koordinaten der Rand- und Eckpunkte.

ist. Der Gleichgewichtsanteil von Gleichung (2.45) ist also gerade gleich dem Gleichgewichts-
anteil von F3. Der Nichtgleichgewichtsanteil F3“? ist noch nicht bekannt. Aufgrund der
“bounce-back”-Regel kann aber angenommen werden, dafl auch die Nichtgleichgewichtsan-
teile von Fy und F3 identisch sind:

1
Fy = Fj'' — S(F“" — F{*) +F;" = Fs. (2.47)

. pneq
=Fy

Nach Gleichung (2.44) ist dann F = F.

Die unbekannten Fj; des restlichen Randes konnen auch hier wieder nach demselben Schema,
berechnet werden und sind in Tabelle 2.2 aufgelistet.

Welche Randbedingungen bei den jeweiligen Simulationen benutzt werden, wird in den ein-
zelnen Kapiteln und Abschnitten angegeben.

2.5 Einbau von Kriften

Mit dem Gitter-Boltzmann-Modell, wie es bis zu diesem Punkt eingefiihrt wurde, lassen sich
zunéchst nur Probleme simulieren, die durch die inkompressible (Vu = 0) Navier-Stokes-
Gleichung

du + (uV)u — vV3u + le =0 (2.48)
ot P

beschrieben werden. Fiir die Simulation fast aller Probleme, die in der vorliegenden Ar-
beit untersucht werden, mufl die Gleichung (2.48) modifiziert werden. Um zum Beispiel
Stromungen im Ozean und in der Atmosphére simulieren zu kénnen, muf} u.a. die Coriolis-
kraft mitberiicksichtigt werden. Aulerdem miissen subskalige Prozesse, welche die auf dem
jeweiligen Gitter betrachteten Stromungen beeinflussen, parametrisiert werden. Die Navier-
Stokes-Gleichung (2.48) bekommt dadurch zusétzliche Kraftterme. Im Folgendem wird nun
prinzipiell dargestellt, wie weitere beliebige orts- und zeitabhingigen Kriifte K(x,t) in das
bisher vorhandene Gitter-Boltzmann-Modell eingebaut werden kénnen. Dazu werden zwei
mogliche Verfahren entwickelt und angewandt: das makroskopische und das mikroskopische
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Verfahren. Der explizite Einbau der einzelnen Krifte, die bei den Simulationen der ver-
schiedenen Problemen mit diesem Modell vorkommen, wird in den jeweilgen Unterkapiteln
dargestellt, in denen sie auftreten.

2.5.1 Das makroskopische Verfahren

Beim makroskopischen Verfahren werden zu jedem Zeitschritt erst die neuen p(x,t) und
j(x,t) nach Gleichung (2.1) berechnet. Dabei gehen in Gleichung (2.1) die propagierten
Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; ein, die sich aus der kinetischen Gleichung
(2.18) ergeben. Die aktuelle Impulsdichte j(x,t) wird dann geméf der zusétzlich wirkenden
Kraft K(x,t) korrigiert. Die formale Berechnung dieser korrigierten Impulsdichte j% wird
durch folgende Gleichung beschrieben:

1
00 t) =0 1) + —K(x,1). (2.49)
Der etwas ‘magisch’ erscheinende Faktor % liegt in der kinetischen Gleichung (2.18) be-
griindet. Dies beweist die folgende Rechnung:
Zum Zeitpunkt t sei die Impulsdichte j&(x,t) aus Gleichung (2.49) gegeben. Fiir die Im-
pulsdichte j(x + ¢;, ¢t + 1) zur Zeit ¢t + 1 gilt (Gl 2.1)

j(x+ci,t+1) Zcz (x +ci, t+1). (2.50)

Mit der kinetischen Gleichung (2.18) folgt daraus

jx4c,t+1)= Zcz — w)Fi(x,t) + wF(x,1)]. (2.51)

Die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen F;? sind Funktionen von Dichte und Impulsdichte
(siehe GL. 2.20, 2.27, 2.29). Daher ist

Fieq(xat) = Fieq (p(X,t),jK(X,t)) = Fieq(pajK)
= Fieq(paj)+KfLeq(pajaK) (252)
mit
Kieq(paja K) = Fieq(pajK) - Fieq(paj)' (253)

Mit der Beziehung (2.52) folgt aus Gleichung (2.51)

jx+ce,t+1) = (1-w) Zci x, 1) +chzF %(p,j)
+wzcz (0,3, K). (2.54)
Nun ist
S eF (p(x, 1), 55 (x,1) =% (x, 1), (2.55)
i

woraus aufgrund von Gleichung (2.49)
ZczFeq x,t),j(x, 1)) = j(x,t) und

Z ci K (p(x,1),§(x, 1), K(x, 1) = K(x, 1) (2.56)
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folgt. Einsetzen der zweiten Gleichung in (2.54) fithrt dann auf

jx+ce,t+1)=(1-w z:cz (x,t +u}§:cz (p,§) + K(x,1). (2.57)

Auf die zur Zeit ¢t 4+ 1 aktuelle Impulsdichte j(x + ¢;, ¢ + 1) hat also gerade die Kraft K(x, t)
gewirkt.

Der momentane Zustand des Systems wird also durch p(x 4+ ¢;, ¢+ 1) (Gl 2.1) und j(x +
c;,t + 1) und nicht durch j%(x + c;, ¢ + 1) beschrieben?.

2.5.2 Das mikroskopische Verfahren

Das mikroskopische Verfahren hat im Gegensatz zum makroskopischen einen historischen
Bezug. So war es bei den Gittergas-Methoden nur iiblich, weitere Kréfte einzubauen, indem
man die (mikrodynamischen) Stofiregeln entsprechend modifizierte (Frisch et al., 1987), da
die Berechnung der makroskopischen Groflen und die dadurch nétige Reinitialisierung zu
aufwendig war. In Gitter-Boltzmann-Modellen miissen beim mikroskopischen Krifteeinbau
zu jedem Zeitschritt ¢ + 1 die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F;(x+c¢;,t+ 1) aus
der kinetischen Gleichung (2.18) korrigiert werden. Allerdings bevor aus ihnen mit Gleichung
(2.1) die neue Dichte p(x + c;,¢ + 1) und die neue Impulsdichte j(x + ¢;,t 4+ 1) berechnet
wird.

Sei nun K(x,t) wieder eine orts- und zeitabhingige Kraft. Die Nichtgleichgewichts-Ver-
teilungsfunktionen F(x + c;, ¢+ 1) unter Einfluf} der Kraft K werden wie folgt berechnet:

FF(x+eit+1)=Fi(x+c;,t+ 1) + Ki(x, 1), (2.58)

wobei die K;(x,t) die mikroskopische Wirkung der Kraft K(x,t) darstellen. Diese miissen
natiirlich so gewihlt werden, daf die aus den F€ (x+c;, t+1) nach Gleichung (2.1) berechnete
Impulsdichte j% (x+c;, t+1) mit der Impulsdichte j% (x+4c;, t+1) aus dem makroskopischen
Verfahren (Gl. 2.57) analytisch iibereinstimmt. Aus Gleichung (2.1) folgt

K(x+c¢i,t+1) E:cz (x+ci,t+1)

Zcz S(x e, t+ 1) + Ki(x,1)]. (2.59)

Mit der Definition
)= Z c; Ki(x,1) (2.60)
i

und der kinetischen Gleichung (2.18) ergibt sich dann

Ex+cpt+1)=(1-w) Zcz xt+chzF6qxt)+K(xt) (2.61)

Da F/(x,t) = F{(p,j) ist (Gl. 2.52), ist Gleichung (2.59) identisch mit Gleichung (2.57).
Also stimmen das makroskopische und das mikroskopische Verfahren analytisch iiberein.
Selbstversténdlich mufl auch die Massendichte p aus beiden Verfahren identisch sein. Sie
wird ja mittels Gleichung (2.1) berechnet. Aus dem makroskopischen Verfahren folgt

px+eit+1) =Y Fi(x+c,t+1), (2.62)

%

2j(x + ci,t + 1) ist also die Impulsdichte, die man herausschreiben (‘plotten’) muf.
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wéhrend sich beim mikroskopischen Verfahren

px+eit+1) = > Ff(x+c,t+1)
[

= S Rxtct+)+ Y Ki(xt) (2.63)

7 7

ergibt. Daraus folgt unmittelbar, dafl
> Ki(x,t)=0 (2.64)
i

sein muf}. Damit kann man aber unendlich viele Losungsmoglichkeiten fiir die 9 K; angeben,
so daf sie die 3 Gleichungen aus (2.60) und (2.64) erfiillen. Das mikroskopische Verfahren
ist also keineswegs eindeutig!

Vergleicht man beide Verfahren, erscheint die makroskopische Version als vorteilhafter. Es
konnen problemlos mehrere Krifte gleichzeitig in ein BGK-Gitter-Boltzmann-Modell ein-
gebaut werden. Dabei ist es egal, ob alle Krifte makroskopisch, mikroskopisch oder einige
makro- und die Ubrigen mikroskopisch eingesetzt werden. Beim makroskopischen Verfahren
werden die Krifte jedoch direkt auf die Impulse und nicht auf die Verteilungsfunktionen an-
gewendet. Ein Vorteil dabei ist, dafl dieses Verfahren eindeutig ist. Fiir den mikroskopischen
Einbau gilt das nicht. Dort gibt es unendliche viele Moglichkeiten, die Verteilungsfunktionen
so zu verdndern, dal Modelle mit makroskopisch und Modelle mit mikroskopisch angewand-
ten Kraften identische Ergebnisse liefern. Der wichtigste Vorteil des makroskopischen Ver-
fahrens ist aber, dafl pro Zeitschritt weniger Rechenschritte abzuarbeiten sind. Denn beim
mikroskopischen Verfahren miissen an jedem Gitterpunkt 9 Verteilungsfunktionen F; korri-
giert werden, wiahrend beim makroskopischen Verfahren nur die beiden Impulskomponenten
(Ju» Jy) modifiziert werden miissen. Es wird also weniger Rechenzeit benétigt.

2.5.3 Der Algorithmus des Gitter-Boltzmann-Modells mit zusitz-
lichen Kriften

Der Algorithmus aus Abschnitt 1.2.3 muf} jetzt um die eingebauten Kréfte erweitert werden.
Er lautet nun (siche auch Abb. 2.4):

1. Setze Anfangsverteilungen fiir p(x,0) und j(x,0) auf das Gitter.
2. Berechne die Gleichgewichtsverteilungen F; ¢ nach Gleichung (2.20).

3. Berechne die neuen Nichtgleichgewichtsverteilungen F; mittels der kinetischen Glei-
chung (2.18).

4. Berechne die Nichtgleichgewichtsverteilungen F/X unter Einflul der mikroskopisch ein-
gebauten Krifte (Gl. 2.58).

5. Berechne die Verteilungen fiir p und j zum neuen Zeitpunkt ¢+ 1 nach Gleichung (2.1).

6. Berechne die Impulse jX unter Einflul der makroskopisch eingebauten Krifte gemifl
Gleichung (2.49) und gehe zuriick zu Punkt 2.

Die Punkte 4 und 6 sind alternativ zu einander. Aufgrund der dargelegten Vorteile des
makroskopischen Verfahrens kann aber auf Punkt 4 verzichtet werden.
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Anfangsverteilungen fiir p und j

A

lokale Gleichgewichtsverteilungen F;? berechnen

Propagation mittels kinetischer Gleichung
Fi(x+c;,t+1)=(1 —w)Fi(x,t) + wF % (x,t)

mikroskopisch eingebaute Krifte
FK=F +K,

neue p, j aus neuen Nichtgleichgewichtsverteilungen

F; (FX) berechnen: p=S"FY, j=S e

makroskopisch eingebaute Kréfte

=i+ K

________

________

Abbildung 2.4: Algorithmus des BGK-Gitter-Boltzmann-Modells mit zusdtzlichen Krdiften.
Auf den mikroskopischen Einbau von Krdften kann auch verzichtet werden.



Kapitel 3

Stromungen zwischen parallelen
Platten

In diesem Kapitel werden Simulationen von einfachen Strémungsproblemen zwischen par-
allelen Platten diskutiert. Einige der Probleme in den Abschnitten 3.1, 3.2 und 3.3 wurden
bereits frither mit Gitter-Boltzmann-Modellen — allerdings auf anderen Gittern — unter-
sucht. Hier soll nun gezeigt werden, da§ mit dem hier benutzten und in Kapitel 2 vorgestell-
ten BGK-Gitter-Boltzmann-Modell auf einem quadratischen Gitter mindestens gleich gute
Ergebnisse erzielt werden koénnen, womit eine Vertrauensbasis in die Ergebnisse spéterer
Simulationen geschaffen wird.

Wenn nicht ausdriicklich anders erwahnt wird bei allen Simulationen in diesem Kapitel ein
Gitter mit 100 x 61 Punkten verwendet. Das so aufgespannte Feld ist also L = 99 GE lang
und H = 60GE breit. Die verschiedenen Gréfien (wie Impulse, Geschwindigkeiten etc.)
werden alle in dimensionslosen Gittereinheiten angeben.

3.1 Erzeugung einer Couette-Stromung

Als erstes soll das Problem einer Couette-Stromung untersucht werden (Batchelor, 1967, S.
190ff). Hierbei befinden sich auf den Réndern bei y = 0 und y = H parallel zueinander
stehende Platten. Innerhalb dieses Kanals befindet sich die Stromung in Ruhe. Zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢ = 0 wird die Platte bei y = 0 abrupt in eine Bewegung mit kon-
stanter Geschwindigkeit U versetzt, wihrend die andere Platte im ruhenden Zustand bleibt.
Die beschreibende Bewegungsgleichung dafiir lautet

ou 0u

mit folgenden Rand- und Anfangsbedingungen:
w(0,t) =U und wu(H,t)=0 firt>0
u(y,0)=0 fir0<y<H. (3.2)
Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich hieraus die analytische Losung
Y 2 1 v Y
_ _ 2\ _Zz - 222 7 i 2
u(y,t)—U(l H) 7TU;::ln eXp( nem HQt) sin (mrH) (3.3)

Das Problem wird im Modell folgendermaflen umgesetzt:
Die Impulse werden so initialisiert, dal j.(x,y,t = 0) = 0 fiir y > 0, j,(2,0,0) = U und

23
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0 I I I I I I I I L S
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
U

Abbildung 3.1: Zeitliche Entwicklung einer Couette-Stromung. Dargestellt sind die Modell-
geschwindigkeiten (von links nach rechts): (+) tnym nach t = 500, (%) Upym nach t = 1000,
(X ) Unum nach t = 2000, (o) Upym nach t = 4000 und (+) Unpym nach t = 10000 Zeitschrit-
ten; (—) sind die theoretischen Geschwindigkeiten u(t) nach GI. (3.8).

Jy(x,y,0) = 0 sind. Bei = 0 und x = L werden periodische Randbedingungen verwendet.
Auf dem Rand bei y = 0 gilt j,(2,0,t) = U und j,(z,0,¢) = 0 und bei y = H gilt
j(z, H,t) = 0. Die Geschwindigkeit U betréigt U = 0.01, und der Viskositéitsparamter wird
auf w = 1.0 eingestellt. Dadurch wird eine Viskositit v = 0.1667 (Gl. 2.24) und nach
Gleichung (2.25) mit U, = U und L. = %H als charakteristische Groflen eine Reynoldszahl
von Re = 1.8 erreicht. Das Modell wird 10000 Zeitschritte lang integriert. Das Ergebnis ist
in Abbildung (3.1) zu sehen und zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Modell und
Theorie. Gleich gute Ergebnisse wurden auch von Szildgyi et al. (1995) mit einem Gitter-
Boltzmann-Modell auf einem dreieckigen Gitter mit sieben Geschwindigkeiten (wie beim
FHP-Gittergas) erreicht.

3.2 Weitere nicht-stationire Stromungen

In diesem Abschnitt werden Strémungen zwischen zwei festen parallen Platten bei y = 0
und y = H betrachtet, die ebenfalls wie die Erzeugung der Couette-Stromung nicht-stationér
sind. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 habe die Stromung in diesem Kanal ein Profil, daf§ nur von y
abhéngt. Es sollen keine weiteren Kréfte wirken, so dafl das Problem ebenfalls durch Glei-
chung (3.1) beschrieben wird. Allerdings gelten jetzt andere Rand- und Anfangsbedingungen.
Angenommen zum Zeitpunkt ¢ = 0 liegt die Strémung

u(z,y,t =0)="U sin (w%) , v(z,y,t =0)=0 (3.4)

vor. Dann folgt die analytische Lésung

u(y,t) =U exp (—7‘(‘2%!‘,) sin (7‘(‘%) . (3.5)
Im Modell wurden fiir x = 0 und x = L perodische und fiir y = 0 und y = H Haftbedingun-
gen (no-slip) gesetzt. Die Startimpulse j = ppu wurden entsprechend Gleichung (3.4) mit
U = 0.01 gesetzt. Es wurden Modelldufe fiir verschiedene Werte von w gemacht. Aus letzte-
ren ergeben sich nach (2.24) und (2.25) die analytischen Viskositéten v, und die jeweiligen
Reynoldzahlen Re (U. = U, L. =), die in Tabelle 3.1 stehen.
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w Van Re | Vnum | €,in%
1.0 | 0.1667 | 1.8 | 0.1667 | 0.02
1.1 10.1364 | 2.2 | 0.1371 0.51
1.2 | 0.1111 | 2.7 | 0.1121 0.90
1.3 0.0897 | 3.3 | 0.0908 | 1.23
1.4 10.0714 | 4.2 | 0.0724 1.40
1.5 0.0556 | 5.4 | 0.0563 | 1.26
1.6 | 0.0417 | 7.2 | 0.0423 1.44
1.7 1 0.0294 | 10.2 | 0.0298 | 1.36
1.8 1 0.0185 | 16.2 | 0.0187 | 1.08
1.9 0.0088 | 34.1 | 0.0089 | 1.14

Tabelle 3.1: Analytische und numerische Viskosititskoeffizienten ven und Vipym, Fehler e,
und Reynoldszahlen Re fiir verschiedene w.

In Bild (3.2) ist die zeitliche Entwicklung fiir w = 1.0 zu sehen. Die Abhingigkeit von der
Viskositiit v zeigt Abb. (3.3). Alle Simulationen zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit
der analytischen Losung (3.5). Aus dieser ergibt sich auch der Impulsverlust der Strémung
mit der Zeit als

jz(0) ( 2 V )

= —t). 3.6

() exp (77 0 (3.6)

Daraus konnen die numerisch erreichten Werte des Viskositatskoeffizienten bestimmt wer-

den:

H? Jx(0)

=—1 . 3.7

Vnum 2t n (]x (t) > ( )

Der Vergleich zwischen den so bestimmten vy, (¢ = 10000) und den analytischen v, (2.24)
zeigt Abbildung (3.4). In Tabelle 3.1 sind die Werte von vap, Vpum und der Fehler

£, = |Van - Vnuml (38)

Van
aufgelistet. Die Abweichungen liegen unter 1.5 %. (Szildgyi et al. (1995) simulierten das
gleiche Problem auf einem dreieckigen, hexagonalsymmetrischen Gitter mit 100x 101, wobei
sie ebenfalls sehr gute Ergebnisse erzielten.)
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u

Abbildung 3.2: Zeitliche Entwicklung einer nicht-stationdren Strémung:
(—) Anfangsprofil, (*) Profil bei t = 400, (+) t = 1000, (o) t = 2000, (x) t = 5000;
v =0.1667 .

Abbildung 3.3: Abhdngigkeit des Profils einer nicht-stationdren Stromung von der Viskositdt
v. Gezeigt wird das Profil fiir v = 0.0088 (x),v = 0.0417 (o), v = 0.0897 (+) und
v =0.1667 (x) nach 5000 Zeitschritten; (—) ist das Startprofil bei t = 0.
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0.18

I I I I I I I I
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19
w

Abbildung 3.4: Analytische und numerisch erzielte Viskosititskoeffizienten in Abhingigkeit
von w: (—) Van, (°) Vnum (parabolisches Anfangsprofil).

3.3 Erzeugung von Poiseuille-Stromungen

Im vorhergehenden Abschnitt wurden nicht-stationére Strémungen besprochenen. Nun soll
untersucht werden, ob und wie stationére Poiseuille-Profile mit Gitter-Boltzmann-Modellen
erzeugt werden konnen, wenn sich anfangs das Fluid im Kanal in Ruhe befindet. Kingdon
et al. (1992) und spiter Szildgyi et al. (1995) haben bereits gezeigt, dafl dies moglich ist.
Allerdings benutzten beide das hexagonalsymmetrische Gitter des FHP-Gittergases mit 7
Gittergeschwindigkeiten und 32 x 32 bzw. 100 x 101 Gitterpunkten. Auflerdem wurden nur
Poiseuille-Strémungen bei kleinen Reynoldszahlen (Re < 7) simuliert. Kingdon et al. erreich-
ten dabei einen Unterschied von unter 2% zwischen den theoretischen und den simulierten
maximalen Geschwindigkeiten in der Mitte ihres Kanals.

Zunéchst aber zur Beschreibung des Problems. Es sei wieder ein Kanal mit festen Platten
bei y = 0 und y = H gegeben. Eine Stromung — deren Geschwindigkeits-Verteilung wieder
nur von y abhéngen soll — kann nur stationér sein, wenn ihr kontinuierlich Energie zugefiihrt
wird, um die dissipativen Impulsverluste iiber den Réndern bei y = 0 und y = H auszuglei-
chen. Dies wird durch einen Druckgradienten Vp erreicht, der ebenfalls unabhéingig von z
sein mufl. Wenn dieser negativ ist, stellt er eine Kraft (dp) dar, die in positiver Richtung der
x-Achse wirkt. Daraus folgt die stationdre Bewegungsgleichung

2

p+ 1/8—;; -0 (3.9)
mit den Randbedingungen
w(0)=0 und wu(H)=0 (3.10)
und der Losung?
u(y) = & (vH —¢%). (3.11)
2v

IDaB Losung (3.11) tatsichlich ein parabolisches Profil darstellt, ist leichter in einem Koordinatensystem
zu sehen, dessen Ursprung in der Kanalmitte bei
H
2

T=xz=0 und g=y— =0
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Die Geschwindigkeit hat ihr Maximum in der Mitte des Kanals mit

op H?
Sv

(3.12)

Umax =

In das Gitter-Boltzmann-Modell mufl daher erst ein Druckgradient eingebaut werden. Die
beiden moglichen Verfahren zum Einbau zusétzlicher Krifte wurden in Abschnitt 2.5 vor-
gestellt. Danach gilt fiir die Impulsdichte j» beim makroskopischen Einbau nach Gleichung
(2.49):

. ) 1
jﬁ(X, t) = Jﬂc(xa t) + aép
e t) = gy(x,t). (3.13)

Bei der mikroskopischen Version (Gl. 2.58) werden die Verteilungsfunktionen wie folgt mo-
difiziert:

1
F{(x+cit+1) = Fo(x+eit+1)+0p,

1
F{(x+cit+1) = F(x+e,t+1)—50p und (3.14)

FP(x+c¢;,t+1)

Fi(X—FCi,If—F 1) fﬁri:0,1,2,3,4,5,7.

Kingdon et al. (1992) und Szildgyi et al. (1995) setzten den Druckgradienten mikroskopisch
auf ihr FHP-Gitter auf. Dies geschah in Anlehnung zu den Gittergasen.

Weiter werden bei der Simulation wieder periodische Randbedingungen bei x = 0und x = L
und feste bei y = 0 und y = H gesetzt. Die Startwerte fiir die Impulse sind j(x,0) = 0 und
fiir die Dichte wieder p(x,0) = 1. Der Viskositéitsparameter w wird auf verschiedene Werte
eingestellt. Diese stehen zusammen mit den analytischen Viskositéten nach Gleichung (2.24)
und den Reynoldszahlen nach Gleichung (2.25) in Tabelle 3.2. Bei Poiseuille-Stromungen ist
es iiblich, die Geschwindigkeit im Zentrum des Kanals und die halbe Kanalbreite als charak-
teristische Groflen zu verwenden (Orszag, 1971), also U = Umq, aus Gleichung (3.12) und
L.= % Da alle Simulationen fiir denselben Kanal gerechnet werden, und der antreibende
Druckgradient immer auf dp = 106 gesetzt wird, wird die Reynoldszahl Re allein iiber die
Viskositét v und damit iiber die Einstellung von w variiert. Der Wert von ép = 1076 fiir den
Druckgradienten wird deshalb gewéhlt, weil damit der Betrag von w4, im betrachteten
Re-Bereich von 0.6 < Re < 351 unterhalb von 0.1 bleibt. Somit bleiben die Geschwindig-
keiten unterhalb des im Abschnitt 2.2.2 angesprochenen kritischen Wertes von ¢y = 0.17.
Das Modell wird fiir jede Reynoldszahl solange integriert, bis die Differenz der maximalen
Geschwindigkeiten im Zentrum des Kanals zweier aufeinanderfolgender Zeitschritte kleiner
als 107 — also |umaz (t + 1) — Umaz ()] /Umaz = 10712 — waren. Die dafiir benstigten Zeit-
schritte stehen auch in Tabelle 3.2.

In den Bildern (3.5), (3.6) und (3.7) sind die mit dem Modell erreichten Poiseuille-Profile
zusammen mit den aus Gl. (3.11) theoretisch berechneten abgebildet. Die in der Kanalmitte
erzielten maximalen Geschwindigkeiten u,’?* und die analytischen u[}** sind nochmal in

num an

Abb. (3.8) dargestellt. Deren Werte und die Fehler

max max
|umer — g

Emas = W (3.15)

2
u(@) = 2 (HT —z?2> .

Das alte Koordinatensystem, in dem Gleichung (3.11) gilt, wird aber beibehalten, weil es konsistent zum
Koordinatensystem des Modellgitters ist.

liegt. Sie lautet dann
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w Van Unum | €0 0 % | ul®® | wle® e, in % | Zeitt Re
0.9 | 0.2037 | 0.2020 0.83 0.0044 | 0.0045 0.84 34818 0.6
1.0 | 0.1667 | 0.1667 | 2-1076 | 0.0054 | 0.0054 1-1077 42222 1.0
1.1]0.1364 | 0.1371 0.56 0.0066 | 0.0066 0.56 51248 1.5
1.2 10.1111 | 0.1122 0.95 0.0081 | 0.0080 0.94 62625 2.2
1.3 | 0.0897 | 0.0908 1.22 0.0100 | 0.0099 1.20 76945 3.3
1.410.0714 | 0.0724 1.40 0.0126 | 0.0124 1.38 96390 5.3
1.5 ] 0.0556 | 0.0564 1.53 0.0162 | 0.0160 1.51 123990 8.7
1.6 | 0.0417 | 0.0423 1.61 0.0216 | 0.0213 1.59 164644 | 15.6
1.7 1 0.0294 | 0.0299 1.67 0.0306 | 0.0301 1.64 232687 | 31.2
1.8 | 0.0185 | 0.0188 1.70 0.0486 | 0.0478 1.67 368258 | T78.7
1.9 | 0.0088 | 0.0089 1.72 0.1026 | 0.1009 1.69 770342 | 350.9

Tabelle 3.2: Analytische und numerische Viskosititskoeffizienten vqy, und Vypym, Fehler €y,
analytische und numerische Geschwindigkeitsmazima up® und up.s® . Fehler e,,,., Zeit-
schritte t und Reynoldszahlen Re fiir verschiedene w.

stehen auch in Tabelle 3.2. Man sieht, dafl Modell und Theorie sehr gut {ibereinstimmen.
Die Abweichungen zwischen den numerisch erzielten und den analytischen Werten liegen
unterhalb von 1.7 % (Kingdon et al. (1992) lagen bei < 2 %). Die maximalen Geschwindig-
keitswerte in der Kanalmitte der numerischen Losung werden also immer leicht unterschétzt.
Aus Gleichung (3.12) konnten auch die numerischen Viskositéten vy, berechnet werden

op H?

max
8 unum,

(3.16)

Vnum =

Sie sind zusammen mit den analytischen Werte aus Gl. (2.24) in Abbildung (3.9) aufgetragen
und stehen mit den Fehlern

- |Van - Vnuml

€y (3.17)

Van

ebenfalls in Tabelle 3.2. Auch diese Ergebnisse sind sehr gut. Die Unterschiede sind kleiner
als 1.75%. Bei Szildgyi et al. (1995) lagen die Unterschiede unterhalb von 1%. Allerdings
wurden dort Reynoldzahlen Re < 7 simuliert und der Wert dp des Druckgradienten wurde
fiir jede Reynoldszahl optimal varriiert.

Zum Abschlul noch eine Bemerkung zu den Rechenzeiten. Aus Tabelle 3.2 geht hervor, daf3
mit wachsender Reynoldszahl auch die erforderliche Anzahl an Zeitschritten stark ansteigt.
Dabei sei erwdhnt, dafl bei der Modellierung dieses Problems 600000 Zeitschritte etwa 7
Stunden CPU auf einer CRAY-YMP/EL verbrauchen. Auf einer CRAY J90 geht es etwa
2-3 mal so schnell.
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Abbildung 3.5: Simulierte Poiseuille-Profile: Dargestellt sind die Geschwindigkeiten u(y) fir
w=0.9 (Re =0.6) (x), w=1.0 (Re=1.0) (+) und w = 1.1 (Re = 1.5) (o); (—) sind die
theoretischen Profile.
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Abbildung 3.6: Simulierte Poiseuille-Profile: Dargestellt sind die Geschwindigkeiten u(y)
fir w = 1.2 (Re = 2.2) (X), w = 1.3 (Re = 3.3) (%), w = 1.4 (Re = 5.3) (+) und
w =15 (Re=8.7) (0); (—) sind die theoretischen Profile.
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Abbildung 3.7: Simulierte Poiseuille-Profile: Dargestellt sind die Geschwindigkeiten u(y)
fir w = 1.6 (Re = 15.6) (x), w = 1.7 (Re = 31.2) (%),w = 1.8 (Re = 78.7) (+) und
w=1.9 (Re =350.9) (0); (—) sind die theoretischen Profile.
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Abbildung 3.8: Analytische und numerisch erzielte Geschwindigkeitsmazrima Umaz vVON
Poiseuille-Stromungen in Abhdngigkeit von der Viskositit Vay: (—) ull®®, (o) ulor .
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Abbildung 3.9: Analytische und numerisch erzielte Viskosititskoeffizienten von Poiseuille-
Stromungen in Abhingigkeit von w: (—) Van, (°) Vnum.-

3.4 Stabilitdt von Poiseuille-Stromungen

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dal Poiseuille-Stromungen sehr gut mit Gitter-
Boltzmann-Modellen reproduziert werden kénnen. Damit sie aber in der Natur vorkommen,
miissen sie auch stabil sein. Dies kommt besonders schén im Hydrodynamik-Band von Land-
au und Lifschitz (1978) zum Ausdruck, wo es heift:

,Nicht jede Losung der Bewegungsgleichungen, selbst wenn sie exakt ist, kann aber in der
Natur wirklich vorkommen. Die in der Natur verwirklichten Strémungen miissen nicht nur
die hydrodynamischen Gleichungen befriedigen, sie miissen auch stabil sein.“
Stabilitdtsuntersuchungen der ebenen Poiseuille-Strémung eines viskosen Fluids fithren auf
die Orr-Sommerfeld-Gleichung, deren numerische Losung relativ schwierig ist. Orszag (1971)
zeigte, dafl dazu eine Entwicklung in Tschebyshew-Polynome besonders gut geeignet ist.
Mit einer Eigenwertanalyse kam er auf einen kritischen Wert fiir die Reynoldszahl, bei der
die Poiseuille-Stromung instabil wird. Dieser ist auch heute noch anerkannt und betrigt
Recpit = 5772.22. Bei der dreidimensionalen Poiseuille-Stromung treten aber auch subkriti-
sche Instabilititen (bei Re < 5772.22) auf (siehe Trefethen et al., 1993). Hier werden aber
ausschlieflich ebene Poiseuille-Stromungen mit Gitter-Boltzmann-Modellen auf ihre Stabi-
litdt hin untersucht.

3.4.1 Die Orr-Sommerfeld-Gleichung

Man betrachte eine inkompressible Stromung (Vu = 0) in einem Kanal der Linge L und
der Hohe H. Die festen Kanalwénde befinden sich oben und unten bei y = 0 und y = H.
Also ist u(z,0,t) = u(z, H,t) = 0. Links und rechts bei x = 0 und z = L ist der Kanal
offen. Dort sollen periodische Randbedingungen gelten (u(0,y,t) = u(L,y,t)). Die Navier-
Stokes-Gleichung lautet dann

Oou

n + (uV)u — vV?u + Vp = 0. (3.18)

Sie hat eine stationiire Losung ug = (us, vs) mit
_op
Y
und einem Druck p, = —dpz, (3.19)

Us (yH —y*), vs=0
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die identisch mit Gleichung (3.11) ist. Um feststellen zu kénnen, ob sie auch stabil ist, wird
zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 eine kleine Stérung (vo, go) auf die stationire Stromung gesetzt.
Dabei sei v die Storung in der Geschwindigkeit und ¢o die Storung beziiglich des Drucks.
Seien nun im folgenden

u=us+v und p=ps+gq; (3.20)

v =v(z,y,t) und ¢ = q(z,y,t) stellen die zeitliche Entwicklung der Anfangsstérung vy und
go dar. Werden u und p in Gleichung (3.18) eingesetzt und aufierdem mitberiicksichtig, dafl
u; und p, die stationdre Losung sind, erhélt man

?)_Z + (vV)us + (W V)v + (vV)v = vV?v + Vg = 0 (3.21)

mit V- v =0 und den Randbedingungen
v(0,y,t) =v(L,y,t) und v(x,0,t)=v(z,H,t)=0. (3.22)

Mit L. als charakteristische Lénge und U, als charakteristische Geschwindigkeit wird auf
dimensionslose Groflen iibergegangen:

/ u / T / y / [C
= — = — = = d ¢t =—t. 3.23
v U.’ * L.’ 4 L, o L, ( )

Im weiteren werden die gestrichenen Gréfien wieder ohne ’ geschrieben. Wie schon im letzten

Kapitel erwéihnt wurde, ist es iiblich, nach Orszag (1971) die Werte U, = ts maq und L. = %

und somit eine Reynoldszahl von

Ue- L _ H'U's,max
v 2v

Re = (3.24)

zu gebrauchen. Wird diese in Gleichung (3.21) eingesetzt und der in den Stoérgréfen nicht-
lineare Term (vV)v gestrichen, ergibt sich die Gleichung

1
ov + (vVus + (u,V)v — —Vv 4+ Vg=0 (3.25)
ot Re

mit denselben Randbedingungen aus (3.22). Man kann daher fiir sie einen Normalmoden-
ansatz

v(z, y,t) = vo(y) et (3.26)

mit der Wellenzahl o und der Phasengeschwindigkeit ¢ machen. Weil der Kanal oben und
unten feste und links und rechts periodische Rénder hat, ist die Annahme gerechtfertigt,
daf} die Stérung periodisch in x-Richtung ist. Nun wird noch eine Stromfunktion

P(z,y,t) = (y) e (3.27)

mit

_% _&
v(z,y,t) = < 83}’) und vo(x =0,y,t =0) = (zofb%?) (3.28)

eingefiihrt. Durch Bildung der Rotation von Gleichung (3.25) wird der Druck eliminiert, und
man erhélt unter Beriicksichtigung der Stromfunktion ¢ die Orr-Sommerfeld-Gleichung
LT

2
i 2a 1 +a*¢p —ia Re [(us —¢) (— — oz2qb> - qbcil;;] =0 (3.29)
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Abbildung 3.10: Neutrale Stabilititskurve (aus Fortin et al., 1994).

mit den Randbedingungen ¢(0) = ¢’'(0) = ¢(H) = ¢'(H) = 0.

Oberhalb von Orszags (1971) Wert der kritischen Reynoldszahl von Rer;y = 5772.22 wird
die ebene Poiseuille-Stromung instabil. Es gibt aber auch einen kritischen Wert fiir die
Wellenzahl «. Er betriigt bei Orszag acrir = 1.02056. In Abbildung (3.10) ist die Wellenzahl
« gegen die Reynoldszahl Re aufgetragen. Man sieht, dafl die a- Re-Fléche durch eine Kurve
in zwei Gebiete getrennt wird. Dabei reprisentiert ein Gebiet die Kombinationen von o und
Re, bei der die ebene Poiseuille-Stromung stabil ist, und das andere, bei der sie instabil wird.
Die Trennungskurve zwischen beiden Gebieten ist die sogenannte neutrale Stabilitdtskurve.
Hier sei noch bemerkt, dafl in Laborversuchen mit der dreidimensionalen Poiseuille-Strémung
auch subkritische Turbulenzen bei Reynoldszahlen von etwa Re &~ 1000 — also weit unterhalb
von Orszags kritischer Reynoldzahl — beobachtet wurden (Trefethen et al., 1993).

3.4.2 Initialisierung des Modells

Die Initialisierung des Gitter-Boltzmann-Modells zur Simulation des Stabilitatsproblems der
ebenen Poiseuille-Stromung ist der zur Erzeugung von Poiseuille-Profilen aus dem vorigen
Abschnitt analog. Am rechten (x = L) und linken (2 = 0) Rand werden perodische Rand-
bedingungen gesetzt. Bei y = 0 und y = H gelten wieder feste Randbedingungen, also
j(z,0,t) = j(z, H,t) = 0. Das Gitter besteht jetzt aus 186 x 61 Gitterpunkten. Das so auf-
gespannte Feld ist demnach 185 GFE lang und 60 GF breit. Damit betrégt die Wellenzahl «
aus Gleichung (3.26)

H 60
=r1— =7m—— = 1.0189. .
Q=L =T 0189 (3.30)
Die einzustellenden Reynoldszahlen berechnen sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen

(3.24) und (2.24) explizit durch die Formel

3wH 9w dp H3
R@ = m U'SJ”/aZ' = m (331)
Dabei ist nach Gleichung (3.12)
op H?
Us max = P (332)

8v
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w v/10~" | ws max /1072 Re | Zeitt
1.99700 | 2.5037 3.5946 4307 | stabil
1.99730 | 2.2530 3.9946 5319 | stabil
1.99750 | 2.0859 4.3146 6205 ——
1.99765 | 1.9606 4.5903 7024 | 7.5- 106
1.99780 | 1.8354 4.9037 8015 | 2.2 - 10
1.99803 | 1.6461 5.4673 9964 | 43000
1.99820 | 1.5014 5.9946 11978 | 22000
1.99860 | 1.1675 7.7089 19809 7000

Tabelle 3.3: Viskositdtskoeffizienten v, Geschwindigkeiten s maqqe und Reynoldszahlen Re fiir
verschiedene w. Die Spalte ganz rechts bezieht sich erst auf Abschnitt 3.4.3. In ihr stehen
die Integrationszeiten t des Modells, bei der die Enstrophie der Stérung v steil ansteigt und
die Stréomung instabil wird.

das Maximum der Geschwindigkeit aus der stationéren Losung (3.19). In Tabelle 3.3 sind die
hier verwendeten Reynoldszahlen zusammen mit den entsprechenden Viskositédtsparametern
w, den Viskositétskoeflizienten v nach Gleichung (2.24) und den maximalen Geschwindigkei-
ten aus Gleichung (3.32) aufgelistet. Der Druckgradient wird, wie in den Gleichungen (3.14)
und (3.13) dargestellt, angewandt und auf einen konstanten Wert von dp = 2-10~8 gesetzt.
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Abbildung 3.11: Poiseuille-Stromung fir Re = 4307: (—) theoretisches Profil nach GI.
(8.19), (+) simuliertes Profil.

Zunichst einmal soll gezeigt werden, dafl Poiseuille-Profile auch fiir so hohe Reynoldszahlen,
wie sie in Tabelle 3.3 stehen, mit dem verwendeten Gitter-Boltzmann-Modell erzeugt werden
koénnen. Dazu wurde die Impulsdichte zu Beginn auf j(x,y,0) = 0 gesetzt. In Bild (3.11)
ist das Ergebnis fiir Re = 4307 zu sehen. Das simulierte Poiseuille-Profil stimmt sehr gut
mit dem theoretischen Profil {iberein, wie es auch schon im letzten Abschnitt fiir kleine
Reynoldszahlen der Fall war. Die erzielten Werte erreichen auch eine gleich gute Genauigkeit.
So betréigt der numerische Wert des Geschwindigkeitsmaximums %" = 3.5335 - 1072,
Damit liegt die Differenz zum analytischen Wert (siehe Tabelle 3.3) nach Gleichung (3.15)
bei 1.70 %. Dies in Gleichung (3.16) eingesetzt, ergibt fiir die simulierte Viskositéit einen Wert
von ™M = 2.5470 - 10~* mit einer Abweichung (Gl. 3.17) von 1.73 % zum analytischen
Wert aus Tabelle 3.3. Um dieses Ergebnis zu erreichen, mufite aber das Modell iiber 20
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Abbildung 3.12: Startprofil fiir Re = 4307: (—) Profil mit Storung, (---) Profil ohne Stérung.
Die Startprofile der anderen Re sehen analog aus.

Millionen Zeitschritte integriert werden. Dies bendtigte auf einer CRAY J90 fast 70 Stunden
CPU! Hétte man noch weiter gerechnet, wire das Ergebnis wahrscheinlich noch genauer
geworden. Um gleich gute Ergebnisse fiir noch groflere Reynoldszahlen erzielen zu kénnen,
muf} man nochmal {iber wesentlich mehr Zeitschritte rechnen lassen. Dieser starke Anstieg an
notwendiger Rechenzeit bei hohen Reynoldszahlen, zeigte sich ja bereits im letzten Abschnitt
in Tabelle 3.2. Aus diesem Grunde wurden die Profile fiir die anderen Reynoldszahlen aus
Tabelle 3.3 nicht explizit erzeugt, sondern fiir die eigentlichen Stabilitétsuntersuchungen
initialisiert.

Zur Untersuchung der Stabilitét der ebenen Poiseuille-Stromung wird zum Zeitpunkt ¢ = 0
die Strémung im Kanal nicht mehr auf Null, sondern auf das stationére Poiseuille-Profil aus
Gleichung (3.19) gesetzt. Zusitzlich wird eine kleine Stérung v mit

vo(z,y) = 0.1-us(z,y) fir x =0 und y = 10 (3.33)

und vo(z,y) = 0 sonst

aufgesetzt (vgl. Abb. 3.12). Fiir die Anfangsimpulse gilt also j(x, y,0) = pou mit u = us+vq
und pg = 1.0. An dieser Stelle sei bemerkt, dafl bei diesen Simulationen die Abweichungen
Ap(t) = |po — p(t)| zahlenmiiBig im Bereich von 108 lagen, so dafl im inkompressiblen
Bereich gerechnet wurde und damit j(¢) = u(t) gilt. In den Abb. (3.12) und (3.13) sind
das gestorte und das ungestorte Startprofil und das Stromungsfeld zur Startzeit (t = 0)
fir die Reynoldszahl Re = 4307 abgebildet. Die Anfangsprofile und -felder der anderen
Reynoldszahlen aus Tab. 3.3 sehen analog aus.

Da aus den Simulationsergebnissen Aussagen iiber die Stabilitdt der Poiseuille-Stromungen
getroffenen werden sollen, wird ein neuer Parameter S definiert, der als Maf fiir die Stabiltét
dienen soll:

L H H L
St)=> Y (Vxv(t)?= //(v x v(t))? dz dy. (3.34)
=0 y=0 00

Der Term V x v ist natiirlich gerade die Vorticity der Stérung. Die Hélfte des Quadrats
der Vorticity 1/2 - (V x v)? wird als Enstrophie? der Stérung bezeichnet. Der Parameter

2Im Buch von Pedlosky (Geophysical Fluid Dynamics, 1987, Seite 161) wird die potentielle Enstrophie
als Mittelwert der Hilfte des Quadrats der potentiellen Vorticity definiert.
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Re = 4307

37

Abbildung 3.13: Stromungsfeld zur Startzeit t = 0 fiir Re = 4307. Die Geschwindigkeit in
der Kanalmitte betrigt U = 0.036. Die Startfelder fiir die anderen Re sehen analog aus.

S stellt somit die zweifache gesamte Enstrophie der Stoérung v dar. (Von ihrer Form her,
koénnte man die Enstrophie auch als “kinetische Energie der Vorticity” bezeichnen.) Fiir ein

exaktes Poiseuille-Profil verschwindet die Enstrophie gerade.

Im Modell wird dieser Stabilitdtsparameter alle 1000 Zeitschritte berechnet. Die Rotation
der Storung wird mittels finiter Differenzen bestimmt. Fiir alle Gitterpunkte mit 0 < y < H

werden zentrale Differenzen

avy(xay) _8vx(x,y) — Uy(x+1ay)_vy(x_1ay)
ox Ay 2Ax
_'Ux(xay_'_l) _Ux(xay_ 1)
2Ay ’

fiir die Punkte bei y = 0 zentrale und vorwértige Differenzen

Ovy(z,0)  Ovy(z,0)  wy(z+1,0)—v,(x—1,0)
or Ay N 2Ax
ve(x,1) — vy (x,0)
_ ~

und bei y = H zentrale und riickwertige Differenzen

ovy(x, H) Ovy(x,H)  wvy(x+1,H)—v,(x—1,H)
ox B Ay N 2Ax
vy (2, H) — vy (z, H — 1)
— A

mit Az = Ay = 1 benutzt.

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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3.4.3 Ergebnisse des Modells

Es werden Simulationen fiir ebene Poiseuille-Strémungen bei den acht verschiedenen
Reynoldszahlen aus Tabelle 3.3 durchgefiihrt. Jede Simulation wird zunéchst iiber 5 Millio-
nen Zeitschritte integriert, was auf einer CRAY J90 etwa 18 Stunden CPU verbraucht. Ein
Teil wurde auf einer CRAY YMP/EL gerechnet, was mehr als doppelt so lange dauerte.
Als erstes wird die zeitliche Entwicklung der Enstrophie S(t) untersucht. In den Abbildun-
gen (3.14) bis (3.18) ist S gegen die Zeit ¢ aufgetragen. Aus Abb. (3.14) sieht man, daf sich
fiir die Reynoldszahlen Re = 4307, Re = 5319 und Re = 6205 die Enstrophie S sehr schnell
einem konstanten Wert annéhert, der jeweils im Bereich von 1.5 - 10~% bis etwa 2.5 - 1074
liegt und mit wachsender Reynoldszahl etwas zunimmt. Fiir die héheren Reynoldszahlen
Re = 7024, Re = 8015 und Re = 9964 sieht es anfangs &hnlich aus (Abb. 3.15 und 3.16).
Ab einem bestimmten Zeitpunkt steigt dann aber plotzlich die Enstrophie-Kurve steil an,
um nach Durchlaufen eines Maximums wieder gegen einen festen Wert zu laufen. Dieser
Wert ist aber mit 31073 — 1072 um ein bis nahezu zwei GréBenordnungen groBer als der
bei den niedrigeren Reynoldszahlen. Wird die Reynoldszahl noch weiter auf Re = 11978
bzw. Re = 19809 erhoht, steigt die Enstrophie schon nach sehr kurzer Zeit steil an (Bil-
der 3.17 und 3.18). Die Kurve hat dann zunéchst viele Peaks, deren Werte bis in die Nihe
von 0.06 bzw. 2.2 reichen. Mit der Zeit pendelt sie sich aber auf einen Wert um ca. 0.005
fir Re = 11978 und 0.02 fiir Re = 19809 ein. Dabei sind vor allem die Oszillationen bei
Re = 11978 auffallend.

Wie sind nun diese Enstrophie-Kurven der Stérung v zu interpretieren? Im vorherigen Ab-
schnitt wurde gesagt, dafl die Enstrophie fiir ein exaktes Poiseuille-Profil verschwindet. Solch
ein Profil liegt hier aber von Anfang an aufgrund der Stérung v(t) nicht vor (siehe Abb.
3.12). Weiter ist aus Abschnitt 3.3 bekannt, dafl das Gitter-Boltzmann-Modell das Geschwin-
digkeitsmaximum in der Kanalmitte leicht unterschitzt. Dieses Unterschétzen nimmt mit
der Zeit langsam zu. Das Stromungsprofil der Simulationen liegt in der Kanalmitte also
immer etwas unterhalb des exakten Poiseuille-Profils. Diese beiden Effekte sind die Ursache
dafiir, daf} sich die Enstrophie S in Abhingigkeit von der Reynoldszahl schnell asymptotisch
gegen einem festen Wert lduft. Das plotzliche scharfe Ansteigen der Enstrophie bei den Si-
mulationen mit Reynoldszahlen Re > 6205 ist das Zeichen dafiir, dal die Strémung instabil
wird. Die Kurvenverldufe der Enstrophie S zeigen also sehr gut, daf3 die ebene Poiseuille-
Stromung bei Reynoldszahlen von Re < Re..;; stabil bleibt, aber bei Re > Re,,;; instabil
wird. Dies passiert um so schneller je grofler Re ist. Dieses Verhalten ist in Abbildung
(3.19) dargestellt. Fiir die Reynoldszahlen Re = 6205 und Re = 7024 ist die Poiseuille-
Stromung nach 5 Millionen Zeitschritten noch stabil geblieben, obwohl Re..;; < 6205 ist.
Daher werden beide Simulationen iiber 20 Millionen Zeitschritte integriert. Fiir Re = 7024
tritt dann die Instabilitidt nach etwa 7.5 Millionen Zeitschritten auf, wihrend die Stromung
bei Re = 6205 auch weiterhin stabil bleibt. Es ist aber zu vermuten, dafl diese nach noch
langerer Integration instabil wird. Denn nach Abb. (3.19) (siehe auch Tabelle 3.3) steigt der
Zeitpunkt, ab den die Poiseuille-Stromung instabil wird, sehr stark an, je mehr man sich
Orszags kritischer Reynoldszahl von Re..;; = 5772.22 anndhert — und Re = 6205 liegt nur
relativ wenig dariiber. Hinzu kommt, dafl Re..;; = 5772.22 fiir eine kritische Wellenzahl
von aerit = 1.02056 gilt und dafl Minimum der Stabilitdtskurve (3.10) ist. Die Simulationen
werden aber bei einer Wellenzahl von o = 1.0189 (Gl. 3.30) gerechnet, wofiir die kritische
Reynoldszahl nach der Stabilitdtskurve etwas grofier wird, sodafl Re = 6205 noch dichter an
der kritischen Reynoldszahl liegt.

Es sei noch bemerkt, daf§ die Poiseuille-Stréomungen fiir Re = 4307 und Re = 5319 auch
nach 20 Millionen Zeitschritten — wie es zu erwarten ist — stabil bleiben.
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s(t)

Abbildung 3.14: Enstrophie S(t) fir Re = 4307 (---), Re = 5319 (- -) und Re = 6205
(—). Anmerkung: In diesem Bild tritt bei den drei S(t)-Kurven nach 2.5 Millionen Zeit-
schritten ein kleiner Sprung auf. Die Ursache dafiir ist, dafi das Modell zundchst nur tber
2.5 Millionen Zeitschritte integriert und dann die Dichte- und Impulsdichtefelder mit endli-
cher Genauigkeit herausgeschrieben wurden. Diese wurden spdter wieder eingelesen, um tber
weitere 2.5 Millionen Zeitschritte zu integrieren.

45

s(t)

Abbildung 3.15: Enstrophie S(t) fiir Re = 7024.
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Abbildung 3.16: Enstrophie S(t) fir Re = 5319 (- -), Re = 8015 (---) und Re = 9964 (—).
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Abbildung 3.17: Enstrophie S(t) fiir Re = 8015 (---), Re = 9964 (- -) und Re = 11978 (—).
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Abbildung 3.18: Enstrophie S(t) fir Re = 11978 (- -) und Re = 19809 (—). S(t) ist loga-
rithmisch aufgetragen.
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Abbildung 3.19: Integrationszeit t des Modells, bei der die Enstrophie der Storung v steil an-
steigt und die Strémung instabil wird, in Abhdngigkeit von der Reynoldszahl Re. Die kritische
Reynoldszahl Re.rir = 5772.22 (Orszag, 1971) ist durch die gestrichelte Linie dargestellt.
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Abbildung 3.20: Startprofil (—) und Profil nach 5 -10°% Zeitschritten (+) fir Re = 4307.
Bilder fiir Re = 5319 und Re = 6205 sehen analog aus.

Wie aber hat sich das Ausgangsprofil (Abb. 3.12) nach 5 Millionen Zeitschritten veréndert?
Abbildung (3.20) zeigt dies fiir die stabile Stromung bei Re = 4307. Das Profil bleibt wie
erwartet erhalten. Das entsprechende Bild des stabilen Falls Re = 5319 sieht genauso aus.
Die Abnahme des Geschwindigkeitsmaximums im Zentrum des Kanal innerhalb der 5 Mil-
lionen Zeitschritte betrdgt (nach Gl. 3.15) 1.63 % (Re = 4307) bzw. 1.61 % (Re = 5319).
Bei den Simulationen, bei denen Instabilitéiten auftreten, bleiben die Startprofile natiirlich
nicht erhalten. Sie sehen etwas verbeult aus (Abb. 3.21).

Re = 8015
T

0.4t -

0.3F -

0.2 -7

0.1r Phe

0 1 I I I I I I I I
0 0.005 0.01 0015 002 0025 003 0035 0.04 0.045 0.05
u

Abbildung 3.21: Startprofil (—) und Profil nach 5 - 10° Zeitschritten (- -) fir Re = 8015.
Bilder fiir Re = 9964 und Re = 11978 sehen dhnlich aus.

Betrachten wir aber nun direkt die zeitliche Entwicklung der Stréomungsfelder. Bei den sta-
bilen Strémungen (Re = 4307 und 5319) passiert selbstverstéindlich nichts. Die Strémungs-
felder sehen nach 5 Millionen Zeitschritten noch immer wie zu Beginn aus (siehe Abb. 3.13).
Was aber passiert bei den instabilen Stromungen? Betrachtet man fiir Re = 8015 die gesamte
Stromung — also Poiseuille-Strémung und Stérung u = u,+ v — nach 5- 108 Zeitschritten, so
erkennt man vage, daf} die Stromlinien nun nicht mehr gerade sondern etwas wellig durch den
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Re = 8015 - t=5000000

Abbildung 3.22: Gesamte Stromung u nach 5 - 108 Zeitschritten; Re = 8015. Es werden
Geschwindigkeiten bis |u| = 0.044 erreicht.

Stoerung - Re =8015 - t=5000000
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Abbildung 3.23: Storung v nach 5-10°% Zeitschritten; Re = 8015. Es werden Geschwindig-
keiten bis |v| = 0.013 erreicht.

Kanal laufen (Abb. 3.22). Schaut man sich aber nur die entwickelte Stérung v in Abbildung
(3.23) an, zeigt sich, daB sich zwei Wirbel mit einander entgegengesetztem Rotationssinn
gebildet haben. Aus der Abfolge von Momentaufnahmen der Stromung zu verschiedenen
Zeiten erkennt man, dafl die beiden Wirbel in entgegengesetzter Richtung zur Poiseuille-
Stromung ug durch den Kanal laufen.

Bei Re = 7024 treten die gleichen Ergebnisse auf, allerdings wie bereits erwédhnt noch nicht
nach 5 Millionen Zeitschritten. Das Stromungsfeld fiir Re = 9964 zeigt das gleiche Resultat.
Eine — jetzt aber etwas stirker — gewellte Gesamtstromung (Bilder 3.24 und 3.25) und wieder
zwel Wirbel in der Stérung (Abb. 3.26 und 3.27). Dabei féllt auf, daf die beiden Wirbel mit
der Zeit (zwischen t = 500.000 und ¢ = 5.000.000) aus dem Zentrum voneinander weg auf
die Kanalwénde zulaufen.

Das gleiche Phédnomen ergibt sich auch bei der Poiseuille-Strémung mit Re = 11978 und
Re = 19809. Dabei zeigen die Abbildungen (3.28) und (3.29) die Gesamtstromung und
die Abbildungen (3.30) und (3.31) nur die Stérung nach 500000 bzw. 5 Millionen Zeit-
schritten fiir Re = 11978. Wie man sieht, haben in Bild (3.31) die Wirbel aus Bild (3.30)
bereits die Kanalwinde erreicht und sich dort aufgelost. Die Stérung gleicht nun etwas einer
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Poiseuille-Strémung, die entgegen der Anfangsstromung durch den Kanal fliet, und behilt
im wesentlichen ihre Struktur mit fortlaufender Zeit bei. Neue Wirbel bilden sich nicht mehr.
AuBlerdem zeigt sich, daff die maximal erreichten Geschwindigkeitsbetriige |u| der gesamten
Stromung mit der Zeit abnehmen, wihrend die Betréige |v| der Stérung grofier werden.

Re = 9964 - t=500000

Abbildung 3.24: Gesamte Strémung u nach 5 - 10° Zeitschritten; Re = 9964. Die grifite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.054.

Re = 9964 - t=5000000

Abbildung 3.25: Gesamte Stromung u nach 5- 10% Zeitschritten; Re = 9964. Die grifite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.046.
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Stoerung - Re =9964 - t= 500000
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Abbildung 3.26: Storung v nach 5 - 10° Zeitschritten; Re = 9964. Die grofite dargestellte
Geschwindigkeit betrigt |v| = 0.014.
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Abbildung 3.27: Storung v nach 5 - 108 Zeitschritten; Re = 9964. Die grofite dargestellte
Geschwindigkeit betrigt |v| = 0.017.

Re =11978 - t=500000

Abbildung 3.28: Gesamte Stromung u nach 5 - 10° Zeitschritten; Re = 11978. Die grifte
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.054.
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Re = 11978 - t=5000000

Abbildung 3.29: Gesamte Stromung u nach 5 - 108 Zeitschritten; Re = 11978. Die grifite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt |u| = 0.047.
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Abbildung 3.30: Stérung v nach 5 - 10° Zeitschritten; Re = 11978. Die grofite dargestellte
Geschwindigkeit betrigt |v| = 0.012.

Stoerung - Re =11978 - t=5000000

Abbildung 3.31: Stérung v nach 5 - 108 Zeitschritten; Re = 11978. Die grofite dargestellte
Geschwindigkeit betrigt |v| = 0.013.



Kapitel 4

Triagheits-Bewegung im offenen
Ozean

Die Hauptaufgabe dieser Arbeit ist, zu untersuchen, ob und wie mit Gitter-Boltzmann-
Modellen Stromungen simuliert werden kénnen, wie sie auch im Ozean oder in der Atmo-
sphére vorkommen. Fiir solche Anwendungen miissen aber in den Navier-Stokes-Gleichungen
(2.21) zusiitzlich noch Corioliskraft, Windschubspannung etc. beriicksichtigt werden. Au-
Berdem muf} auf dem jeweils verwendetem Gitter die Beeinflussung der zu behandelnden
Stromung durch subskalige Prozesse parametrisiert werden. Dies hat zur Folge, dafl das
‘nackte’ Gitter-Boltzmann-Modell aus Kapitel 2 durch den Einbau der angesprochenen
Krifte modifiziert werden muf. In diesem und dem néchsten Kapitel wird nun ein entspre-
chendes Modell erarbeitet. Dabei bleiben die Untersuchungen auf einen zweidimensionalen,
barotropen Ozean beschrinkt, der sich auf der nérdlichen Hemisphére befinden soll.

4.1 Theorie der Trigheits-Bewegung

Angenommen, man betrachtet ein offenes Meeresgebiet mit einer horizontalen Oberfléiche,
dessen innere Druckflichen ebenfalls nur horizontal liegen, dann ist der Druckgradient gleich
null ( g—ﬁ = g—z = 0). Weiter sollen auch die Reibungsterme verschwinden, und es soll nur
horizontale Bewegung geben. Ohne advektive Beschleunigung wirkt dann nur noch die Co-

rioliskraft, so dafl die beschreibenden Bewegungsgleichungen

0 0

8_1:_f1):0 und 8—::—!—fu=0, (4.1)
lauten (Pond und Pickard, 1983, S. 64), wobei f = 2Qsin¢ der Coriolisparameter und ¢ die
Breite sind. {2 = 27/86164 s~ ! ist die Rotationsrate der Erde. Daraus folgt die Losung

u(t) = Ug sin(2Qsine - t)
v(t) = Upg cos(2Qsing - t) (4.2)

mit U4 = u? 4+ v2. Die Entstehung solch einer Strémung ist physikalisch folgendermafien
vorstellbar: Ein Wind weht solange in eine bestimmte Richtung, bis die Stromungsgeschwin-
digkeit der Meeresoberfliche Upg betriagt. Der Windantrieb wird dann abrupt abgestellt,
wahrend sich die Stromung reibungsfrei mit konstanter Geschwindigkeit Up fortsetzt. Wegen
der Corioliskraft dreht sich aber die Richtung der Strémung auf der nérdlichen Hemisphére
im Uhrzeigersinn (siehe Abb. 4.1). Da durch die Gleichungen (4.1) und (4.2) die Bewegung
eines Korpers beschrieben wird, der aufgrund seiner Tragheit mit einer konstanten linearen

47
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Corioliskraft

Abbildung 4.1: Wirkung der Corioliskraft auf die konstante Stromungsgeschwindigkeit Ug
auf der nordlichen Halbkugel.

Geschwindigkeit Uy und der Winkelgeschwindigkeit 22 sin ¢ auf einem Kreis lduft, wird
diese Bewegung auch als “inertial motion” (Trigheits-Bewegung) bezeichnet.

4.2 Modell und Ergebnisse

Um dieses Problem mit einem Gitter-Boltzmann-Modell simulieren zu kénnen, mufl zunéchst
die Corioliskraft in das Modell eingebaut werden. Dazu werden beide Verfahren verwendet,
die in Abschnitt 2.5 vorgestellt wurden:

a) Makroskopischer Einbau:
Beim makroskopischen Einbau gilt nach Gleichung (2.49) fiir die Impulsdichte j/ unter
Wirkung der Corioliskraft

Ao = Gt) + = f 000
ot = Gt = L abx0) (43)

Das Auftreten des Faktors % wurde im Abschnitt 2.5.1 erklédrt. Hier nur zur Erinnerung: w
ist der Viskositéitsparameter aus der kinetischen Gleichung (2.18).

b) Mikroskopischer Einbau:
Die modifizierten Verteilungsfunktionen F, if unter Einfluf der Corioliskraft beim mikrosko-
pischen Einbau lauten aufgrund von Gleichung (2.58)

1
Fl(x+ci,t+1)=Fi(x+c;,t+1) - §fFi+§(X+Ciat)
1
bR bt (1.4

fiir ¢ > 0 und F({(x +ci,t+1) = Fy(x+c;,t + 1). Dabei ist Fj44 die gegeniiber F; um den
Winkel ¢ ‘gedrehte’ Verteilungsfunktion. Ein Beispiel zur Verdeutlichung: Fiir ¢ = 1 ist

F1+% = F2 und Fl_% = F4. (45)

Fiir die Simulationen wird ein Gitter mit 100 x 50 Gitterpunkten und periodischen Rand-
bedingungen verwendet. Die Impulsdichte wird so initialisiert, dal auf dem gesamten Gitter



4.2. MODELL UND ERGEBNISSE 49

400

300 -

250 -

5 200 -

100 |-

50+

Abbildung 4.2: Winkel a(t), um den sich die Stromungsrichtung in der Zeitt dreht (p = T ):
(+) Modell, (—) theoretische Lésung.

Jz(t = 0) = 0.1 und j,(t = 0) = 0 ist. Der Viskositétsparameter w wird zwischen 0.5 und
2 — ¢ mit € = 107!2 variiert, was nach Gleichung (2.24) Viskosititen auf dem Gitter im
Bereich von v = 0.5 — 8.3 - 10~ !4 entspricht. Damit werden nach Beziehung (2.25) Reynolds-
zahlen Re zwischen 9.8 und 5.9 - 10'3 erreicht.

Die verschiedenen Modelldufe ergeben erwartungsgemif, dafl die Ergebnisse von w und da-
mit auch von der Viskositdt v unabhingig sind. Auflerdem zeigt sich damit, dafl Gitter-
Boltmann-Modelle auch sehr kleine Viskositdten ‘verkraften’ kénnen. Im angegebenen
Viskositdtsbereich werden Simulationen fiir die Breiten ¢ = 7, %, 7, & und {5 gerech-
net. Schlieflich wird noch die Rotationsrate ) variiert, und zwar auf das Doppelte und auf
die Hiilfte des Wertes der Rotationsrate der Erde. Dabei wird der Winkel «(t) gemessen, um
den sich die Ausgangsstrémung in der Zeit ¢ dreht. In Abbildung (4.2) wurde «(t) iiber die
Zeit aufgetragen (p = 7, Q = Qpyqe). Bilder fiir die anderen Simulationen sehen genauso
aus. Die Modellergebnisse stimmen sehr gut mit der theoretischen Lisung (4.2) iiberein. Die
Differenzen zwischen den numerisch erzielten au,,,, und den analytischen Drehwinkeln a,
liegen bei ayg, - 1078,



Kapitel 5

Die windgetriebene Zirkulation
des Ozeans

Wie reagiert der Ozean auf die Kraft einer Windschubspannung, die auf sein Volumen wirkt?
Diese Frage nach der generellen windgetriebenen Zirkulation des Ozeans und der Bildung
von westlichen Randstrémen — wie dem Golfstrom oder dem Kuroshio — auf der sich dre-
henden Erde wird von vielen Wissenschaftlern seit mehreren Jahrzehnten untersucht. Die
Schwierigkeiten liegen u.a. darin, dafl die beschreibenden Navier-Stokes-Gleichungen zwar
bekannt, aber wegen ihrer Nichtlinearitét nicht analytisch losbar sind. H. Stommel (1948)
und W. Munk (1950a) fanden aber fiir das linearisierte Problem analytische Losungen. K.
Bryan (1963) und G. Veronis (1966b) entwickelten numerische Modelle zur Untersuchung
des nichtlinearen Problems. In den folgenden Abschnitten wird nun ein Gitter-Boltzmann-
Modell entwickelt, mit dem die windgetriebene Zirkulation eines barotropen Ozeans simu-
liert werden kann und dessen Ergebnisse mit den analytischen Losungen von Munk und
Stommel und den Resultaten verschiedener numerischer Modelle, wie z.B. von Veronis und
Bryan, verglichen werden. Zunéchst aber sollen Munks und Stommels Losungen der linearen
Theorie dargestellt werden.

5.1 Lineare Theorie

Bei der Untersuchung windgetriebener Stromungen in einem abgeschlossenen Meeresgebiet
miissen die subskaligen Prozesse parametrisiert werden. Damit die Geschwindigkeit bzw. die
Vorticity im Ozean nicht permanent anwéchst, mufl Reibung berticksichtigt werden, wofiir es
nach folgende Moglichkeiten gibt (siehe z.B. Holland, 1977; Krauss, 1973): innere Reibung,
seitliche Reibung an den Kiisten und am Schelf und Bodenreibung. Da diese Bezeichnungen
nur die Form der Impulsabgabe angeben und bei Beriicksichtigung der seitlichen Reibung
natiirlich auch innere Reibung vorhanden ist, werden im weiteren die “innere Reibung” als
Stokes-Reibung' und die “seitliche Reibung” als Laplace-Reibung? bezeichnet.

Beim ersten Modell wird die Stokes-Reibung beriicksichtigt, indem die Reibungsterme in den
beschreibenden Navier-Stokes-Gleichungen (2.21) durch eine lineare Reibungskraft K =
—ku ersetzt wird (Stommel, 1948; Veronis, 1966a; Krauss, 1973, S. 264ff.). Ein typischer
Wert fiir k ist k ~ 107 1/s. Sei nun T = (T}, T,) die antreibende Windschubspannung,
dann lautet die Bewegungsgleichung

Ou
ot

1Stokes-Reibung, weil die Reibung bei diesem Ansatz proportional zur Geschwindigkeit u ist.
2Laplace-Reibung, da bei diesem Ansatz der Laplace-Operator (Au) im Reibungsterm auftritt.

1
+(uV)u+fxu+-Vp+ku—T=0 (5.1)
p

50
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mit £ = (0,0, f)T. Fiir den Coriolisparameter f gilt niherungsweise (Approximation durch

B-Ebene) f ~ fo + Sy mit
of 2€) cos g
p= () e

8y oo R ( )
R = 6371.04 km ist der mittlere Erdradius und ¢y die Referenzbreite. 2 wurde bereits als

Rotationsrate der Erde eingefiihrt. Bildet man von Gleichung (5.1) die Rotation, so wird in
ihr der Druckgradient eleminiert. Mit der Einfithrung einer Stromfunktion ¥ (z,y) mit

erhélt man
2 G2+ (uv) (v2) 4628 vy — (T 1) _ (5.4)
ot — L "o ox dy

J(, V)

(J ist der Jacobi-Operator). Fiir den stationéiren Fall und bei Vernachlissigung des nicht-
linearen Terms folgt daraus

EVZ) + 5

o _ (8Ty - em) | (5.5)

dx  \dxr 9y

Fiir ein rechteckiges Becken der Lange L und der Breite H mit 0 < x < Lund 0 <y < H
sollen die Normalkomponenten der Geschwindigkeit auf dem Rand gleich null sein®:

=0. 5.6
Rand ( )

Daraus folgt, dal auch die Stromfunktion ¢ auf dem Rand konstant ist und o0.B.d.A. auf
Null gesetzt werden kann:
¥(0,y) = (L, y) = ¢(,0) = ¢(z, H) = 0. (5.7)

Wird als Antrieb ein zonales Windfeld mit Ostwind in niederen Breiten und Westwind in
mittleren Breiten

U,

T, = —Tp cos (%y) und T, =0 (5.8)

angenommen, gibt es fiir Gleichung (5.5) eine analytische Losung (Stommel 1948):

ToH 7r 2 sinh(ax) + e 5F sinh(a(L — x))
o . , , —
= Zy)(1- .
V(. y) e o (Hy) ( sinh(aL) ) (5:9)
mit
32 g2
o= e + o2 (5.10)
Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit:
B(L—x) Bz
To T e 2t sinh(az) + e~ 2z sinh(a(L — x))
= —_— R 1 _
u(z, ) ko (Hy) ( sinh(aL)
Tl sn () (s 5
v(z,y) = fr smb(al) e 2k [oz cosh(ax) — oF smh(ozx)} (5.11)

e [a cosh(a(L — x)) + % sinh(a(L — x))} > .

3Dies sind noch keine Slip-Bedingungen (Gleit-Bedingungen), weil die Normalableitung der Geschwindig-
keit nicht null sondern beliebig ist.
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STOMMEL

Abbildung 5.1: Stromfunktion ¢ der Stommel’schen Léisung (1948) fir f = 0 (links) und
B #0 (rechts).

Gleichung (5.9) vereinfacht sich bei konstantem Coriolisparameter f (5 =0) zu

vte = s () (- I
H

In diesem Fall ergibt sich ein antizyklonaler Wirbel, der symmetrisch zu z = % ist (Abb.
5.1, links). Hier liegen die Reibungsvorticity und die Vorticity, die vom Windfeld herriihrt,
im Gleichgewicht.

Aus der Losung fiir 8 # 0 erhéilt man einen asymmetrischen Wirbel mit einem schmalen,
starken Randstrom an der Westseite und einem breiten, langsamen Strom an der Ostseite
des Beckens (Abb. 5.1, rechts). Das Vorticitygleichgewicht besteht hier aus der Reibungsvor-
ticity, der planetaren Vorticity und der Vorticity der Windschubspannung. Dabei entspricht
das planetare Vorticityfeld dem Anwachsen des Coriolisparameters mit der geographischen
Breite. Es ist am Aquator Null und wiichst zum Pol hin an.

Munk (1950a) beriicksichtigte erstmals die Laplace-Reibung. Dieser Ansatz basiert auf
dem Austausch-Konzept. Er ging aus von den Navier-Stokes-Gleichungen

0 1
8—?+(uV)u—|—fxu+;Vp—AV2u—T:0 (5.13)
mit A als horizontalem Austauschkoeffizienten, der in der GréSenordnung von 10% m?/s
liegt. Wird wieder eine Stromfunktion ¢ wie in Gleichung (5.3) eingefiihrt und die Rotation
zur Eleminierung des Druckes gebildet, folgt daraus

0o 9 o 4 or, oJI,
— ——A - = - =0 5.14
gV vt V) (Vi) 65— AV — (50 =5, (5.14)
J($,V29)
und im linearen stationéren Fall
o or, 0T,
—AV* —=(=-==). 1
vw+68x (83: 8y> (5.15)
Die Randbedingungen lauten
=0 und g—wzo fir =0 und z=1;
x
oy "
=0 und — =0 fir y=0 und y=AH. (5.16)
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MUNK

Abbildung 5.2: Stromfunktion ¢ aus dem Modell von Munk (1950a,).

Damit ist die Geschwindigkeit u auf dem Rand gleich null, was No-slip-Bedingungen ent-
spricht. In Abbildung (5.2) ist die Losung der Gleichung (5.15) mit den Randbedingungen
(5.16) dargestellt. Wie man sieht, bildet sich auch hier ein asymmetrischer Wirbel mit einem
schmalen, aber starken westlichen Randstrom und einem breiten langsamen Randstrom im
Osten. Munks Modell beschreibt aber auch den Gegenstrom am rechten Rand der westli-
chen Randstréme, wie er sich z.B. beim Golfstrom ausbildet (Dietrich et al., 1975; Stommel,
1965).

Munks Ansatz mit Laplace-Reibung und Stommels Ansatz mit Stokes-Reibung fithren
also grundsétzlich zu dhnlichen Ergebnissen beziiglich der allgemeinen windgetriebenen Zir-
kulation im Ozean. Unterschiede zeigen sich nur in den Feinheiten der Stréomungen, die von
Munks Modell besser dargestellt werden kénnen.

5.2 Nichtlineare Theorie

Aus der linearen Theorie ergibt sich fiir die wingetriebene Zirkulation als Folge der Erdro-
tation ein asymmetrischer, antizyklonaler Wirbel mit einem starken, schmalen, westlichen
Randstrom. Wie aber wirken sich die nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen
auf die Zirkulation aus? Dazu entwickelten Munk et al. (1950b), Fofonoff (1954), Charney
(1955) und Morgan (1956) verschiedene Theorien. Fofonoff (1954) verzichtete ganz auf Wind-
antrieb und Reibungsterme. Der B-Effekt durch die Corioliskraft in seinem Triagheitsmodell
verursacht dann einen Wirbel mit einem nérdlichen Randstrom, der in Nord-Siid-Richtung
und nicht in West-Ost-Richtung asymmetrisch ist. Munk et al. (1950b) gingen von Glei-
chung (5.14) aus und untersuchten in verschiedenen Ansitzen den Einflul der nichtlinearen
Terme. Als Ergebnis erhielten sie einen asymmetrischen Wirbel wie in der linearen Theo-
rie, dessen Zentrum aber nach Nordwesten verschoben wurde. Charney (1955) und Morgan
(1956) dagegen vernachlissigten die Reibungsterme ganz und beriicksichtigten dafiir die
nichtlinearen Terme. Das Vorticitygleichgewicht bleibt auch unter diesen Bedingungen er-
halten. Es entstehen ebenfalls westliche Randstrome, die sich aber stirker im nordwestlichen
Teil des betrachteten Gebietes (auf der Nordhalbkugel) konzentrieren, als im linearen Fall.
Der Grund liegt darin, dal das Zentrum des antizyklonalen Wirbels wie bei Munk et al.
(1950b) nach Nordwesten verschoben wird.

Sollten in den westlichen Randstromen nichtlineare Effekte gegeniiber den Reibungseffekten
die Hauptrolle spielen, konnte der Ozean in eine Randregion, in der die nichtlinearen Pro-
zesse dominierten, und dem offenen Ozean eingeteilt werden. Solch eine Trennung ist aber



54 KAPITEL 5. DIE WINDGETRIEBENE ZIRKULATION DES OZEANS

nicht moéglich. Denn in windgetriebenen Zirkulationsmodellen darf die Reibung nicht wie
bei Charney (1955) und Morgan (1956) vernachléssigt werden. Sonst wiirde die Vorticity im
Ozean aufgrund der Windschubspannung permanent zunehmen (Krauss, 1973).

Die vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichungen — also mit nichtlinearen und viskosen Termen
— sind wohl nur numerisch I6sbar. Ob nun in einem Strémungssystem die nichtlinearen oder
die Reibungsterme grofleren Einflufl haben, hingt von dem Verhéltnis zwischen der Rossby-
zahl Ro und der horizontalen Ekmanzahl F 4 ab. Die beiden dimensionslosen Grofien werden
wie folgt definiert:

U A

ROZW und EA:W.

(5.17)
Die Rossbyzahl gibt das Verhiltnis zwischen dem nichtlinearen Term und dem Coriolisterm
und die Ekmanzahl zwischen Reibungsterm und Coriolisterm an. Ist die Rossbyzahl grof3
gegeniiber der Ekmanzahl, dominieren die nichtlinearen Terme. Im umgekehrten Fall ist der
Einfluf} der Reibungsterme gréfier. Wichtige Ergebnisse aus numerischen Modellen stammen
von Bryan (1963) und Veronis (1966b) und sollen nun vorgestellt werden.

Bryan setzte bei der Losung des linearen Problems von Munk (1950a) an, um zu sehen,
welche Verdnderungen bei Hinzunahme der nichtlinearen Terme auftreten. Dabei ging er
von der vertikal integrierten Form der nicht-stationéiren Vorticitygleichung (5.14) aus, die er
mit finiten Differenzen diskretisierte. Er betrachtete ein rechteckiges Gebiet mit einer Léinge
L und einer Breite H = 2L. Die Randbedingungen fiir die Stromfunktion v lauteten

=0 und g—f:o fir =0 und z=1;
0% N
=0 und e =0 fir y=0 und y=H. (5.18)

Bryan setzte also No-slip-Bedingungen am westlichen und 6stlichen Beckenrand, so wie es
auch Munk et al. (1950b) bei ihren nichtlinearen Untersuchungen taten. Auf dem Nord-
und Siidrand galten Slip-Bedingungen. Das Modell wurde aus dem Ruhezustand integriert,
wobei als Antrieb ein Windfeld der Form (5.8) diente. Die Rossbyzahl Ro wurde zwischen
1.28-1073 und 3.2-10~* variiert. Der Austauschkoeffizient A lag im Bereich von 5-10% m?/s
bis 10* m?/s, so da8 die entsprechende Ekmanzahl E, grundsitzlich kleiner war als die
Rossbyzahl. Bei den Experimenten mit verschiedenen Reynoldszahlen Re wurde auch der
Gitterabstand variiert. Fiir die Fille Re = 5 und Re = 20 betrug Az = 250 km und
Ay = 500 km, fiir Re = 40 und Re = 60 Az = 125 km und Ay = 250 km und fiir Re = 50
und Re =100 Az = 83.3 km und Ay = 166.7 km. Abbildung (5.3) zeigt die Ergebnisse fiir
Ro = 1.28 - 1073, Die Ekmanzahl nimmt in den Bildern von links nach rechts ab, wihrend
die Reynoldszahl Re zunimmt. Man sieht, dafl dann die Wirkung der nichtlinearen Terme
stiarker wird. Der westliche Randstrom wird in Richtung Nordwesten intensiver und erreicht
zum Teil auch den nérdlichen Rand, was sich mit den Untersuchungen von Munk et al.
(1950b) zum nichtlinearen Problem deckt. Bei sehr kleinen Ekmanzahlen bildet sich in der
nordwestlichen Ecke sogar ein zweiter Wirbel aus, der sehr schnell nach Siiden abdreht.
Bryan fand auflerdem, dafl bei kleinen Austauschkoeffizienten — also grofien Reynoldzahlen
Re — und damit stérkeren nichtlinearen Effekten die Zirkulation nicht mehr stationdr wird.
Unterhalb einer kritischen Reynoldszahl, die im Bereich von Re = 50 bis Re = 100 liegt,
erreicht die Stromung noch annihernd stationdre Zustédnde.

Veronis (1966a,b) ging von Stommels Modell (1948) fiir den linearen Fall aus. Das nicht-
lineare Problem wird dann durch Gleichung (5.4) beschrieben. Als Antrieb benutzte er aber
ein Windfeld, dafl proportional zu sin z sin y ist. Die Ekmanzahl wird in diesem Modell durch

k

Ey=—
k 3L

(5.19)
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BRYAN

Abbildung 5.3: Stromfunktion i dber die Zeit gemittelt nach Bryan (1963) fir Ro = 1.28 -
10~3. Von links nach rechts: E4 = 2.56-107%, Re = 5; E4 = 6.4-107°, Re = 20; E5 =
3.2-107%, Re = 40 und E4 = 2.13-1075, Re = 60. Der Einfluf8 der nichtlinearen Terme
wdchst mit abnehmender Ekmanzahl E 4.

definiert. Er betrachtete einen quadratischen Ozean mit einer Seitenléinge von L = 2000 km
und den Randbedingungen

w(oa y) = w(Lay) = w(x> 0) = w(xa L) =0 (520)

fiir die Stromfunktion. Das bedeutet, dafl die Normalkomponente der Geschwindigkeit u,, auf
dem Rand verschwindet. Zur Diskretisierung benutzte er finite Differenzen auf einem Gitter
von 40 x 40 Punkten. Die Referenzbreite ¢y betrug 30°. Das Modell wurde aus dem Ru-
hezustand bis zum Erreichen des stationdren Zustands integriert, wobei verschiedene Werte
fiir Ro und Fj, eingestellt wurden. Die Bilder (5.4) zeigen die unterschiedlichen Ergebnisse.
Dargestellt sind die Stromfunktion 1) und der Druck p. Daraus erkennt man, daf§ auch hier
das Zentrum des asymmetrischen Wirbels nach Nordwesten wandert, wenn die Rossbyzahl
zunimmt bzw. die Ekmanzahl kleiner wird, und damit die nichtlinearen Prozesse stérker wer-
den. Wird das Verhiéltnis zwischen Rossby- und Ekmanzahl besonders grof}, bildet sich sogar
ein nordlicher Randstrom mit Gstlicher Stromungsrichtung aus. Veronis Ergebnisse stellen
damit auch den Ubergang zwischen Stommels (1948) linearen Modell und dem Triigheits-
modell von Fofonoff (1954) dar.

Die Modellergebnisse von Bryan (1963) und Veronis (1966a,b) werfen aber das Problem
auf, welche Randbedingungen bei numerischen Simulationen der windgetriebenen Ozean-
Zirkulation gesetzt werden sollten. Bryan benutzte No-slip-Bedingungen am westlichen und
Ostlichen Rand, wihrend Veronis nur die Normalkomponente der Geschwindigkeit gleich null
setzte?. Stewart (1964) fand heraus, daf bei No-slip-Bedingungen im Osten und Westen bzw.
Norden und Siiden keine 6stlichen bzw. nérdlichen Randstréme wie bei Veronis und Fofo-
noff entstehen kénnen. Holland (1977) bemerkte dazu, daf nicht nur die Art der Reibung
(Stokes- oder Laplace-Reibung) sondern genauso die Art der Randbedingungen (Slip oder
No-Slip) fiir die Modellergebnisse wichtig sind.

4Es sei nochmals daran erinnert, daf u, = 0 alleine noch keine Slip-Bedingungen sind.
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Veronis

Abbildung 5.4: Stromfunktion v und Druck p/pmaes in einem quadratischen Ozean nach
Veronis (1966b): (a) Ro = 1075, E, = 0.05; (b) Ro = 9-107% E, = 0.05; (c) Ro =
2.5-1073, Ex = 0.05; (d) Ro = 1072, E, = 0.05; (¢) Ro = 1072, E, = 0.025; (f)
Ro=1.2-10"2, Ex =0.018; (9) Ro=4-10"2, E; = 0.025.
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5.3 Das Gitter-Boltzmann-Modell

Aus dem vorherigen Abschnitt wissen wir, dafi die verschiedenen analytischen Lésungen
(Munk, 1950a und Stommel, 1948) und numerischen Modelle (Bryan,1963 und Veronis,
1966b) stationiire Stromungen beschreiben, sofern der Austauschkoeffizient A nicht zu klein
ist (d.h. Re nicht zu grof} ist). Deshalb kénnen in einem BGK-Gitter-Boltzmann-Modell zur
Simulation der westlichen Randstrome die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen qu der
Gleichung (2.29) aus Abschnitt 2.3 verwendet werden. Die Mehrskalenanalyse dieser mikro-
skopischen Verteilungen liefert im Makroskopischen die inkompressible (Vu = 0) Navier-
Stokes-Gleichung (siehe Abs. 2.2.2)

%—ltl + (uV)u —vVu+Vp=0 (5.21)

mit nichtlinearem Term. Fiir Simulationen des linearen Falls werden die Gleichgewichts-
Verteilungsfunktionen qu aus Gleichung (2.33) verwendet, die ebenfalls im Abschnitt 2.3
vorgestellt wurden.

Das Gitter-Boltzmann-Modell, wie es bis hierher eingefiihrt wurde, mufl aber weiterent-
wickelt werden, um die windgetriebene Zirkulation des Ozeans simulieren zu kénnen. Denn
Gleichung (5.21) ist ja ‘nur’ die ‘nackte’ Navier-Stokes-Gleichung ohne Coriolisterm und
Windschubspannung. Beide miissen als zusétzlich wirkende Kréfte eingebaut werden. Um
die Ansitze von Stommel (1948) und Veronis (1966a,b) mit dem Modell simulieren zu
kénnen, mufl auch noch der Laplace-Reibungsterm vV?u aus Gleichung (5.21) durch die
Stokes-Reibung K# = —ku ersetzt werden. Diese drei Kriifte werden nun mittels der beiden
Verfahren (makroskopisch und mikroskopisch), die in Abschnitt 2.5 vorgestellt wurden, in
das Gitter-Boltzmann-Modell eingebaut.

5.3.1 Einbau der Corioliskraft

Wie der Einbau der Corioliskraft in das Gitter-Boltzmann-Modell aussieht, wurde schon in
Abschnitt 4.2 gezeigt. Im Gegensatz zum dort behandelten Problem der Trigheitsbewegung
im offenen Ozean wird fiir den Coriolisparameter f hier die Approximation durch eine (-
Ebene verwendet:

f = fo+ By =2Qsin pg + 29 cos @0%. (5.22)

Fiir die beiden Einbauverfahren macht das zwar keinen Unterschied. Zur Verdeutlichung
wird der Einbau der Corioliskraft aber nochmal kurz dargestellt.

a) Makroskopischer Einbau:
Aus Gleichung (2.49) des makroskopischen Verfahrens folgen fiir die x- und y-Komponenten
der Impulsdichte j* unter Einflul der Corioliskraft

0t = ebet) + Ly ) (523

o0 = G0 = = fia(), (5:24)

b) Mikroskopischer Einbau:
Beim mikroskopischen Einbau gilt hier fiir die modifizierten Verteilungsfunktionen F’ if unter
Einfluf der Corioliskraft nach Gleichung (2.58)

1
Fif(X—i-Ci,f,—ﬁ-l):Fi(X—ﬁ-Ci,t—l—l) - §fFi+%(X+Ci,t)
1
+ §fFi—§(X + ¢, t) (5.25)

fiir 4 > 0 und F({(x—l-ci,t—l-l):FO(X—l—ci,t—l—l).
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5.3.2 Einbau der Windschubspannung

In Abschnitt 5.1 wurde in Gleichung (5.8) ein zonales Windfeld als Antrieb eingefiihrt. Diese
Windschubspannung soll als néchstes in das Modell eingebaut werden.

a) Makroskopischer Einbau:
Die Impulse j* unter Wirkung der Windschubspannung ergeben sich nach Gleichung (2.49)
aus

JU(xt) = jx(x,t)+£Tocos (%v) (5.26)
Jy(x,t) = Jy(x,t). (5.27)

b) Mikroskopischer Einbau:

Da bei dem zonalen Windfeld nur die x-Komponente ungleich Null ist, ergeben sich aus
Beziehung (2.58) folgende Gleichungen fiir die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen
Fr:

Fiw(x_‘_ciat_‘_l):Fi(x+ciat+1)

firi=20,1,2,3,4,5,7 und

1
Fx+c,t+1)=Fi(x+c;,t+1)+cy; §TQ oS (%y) (5.28)
fiir ¢ = 6 und ¢ = 8. Dabei sind die F; wieder die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen
aus der kinetischen Gleichung (2.18).

5.3.3 Einbau einer linearen Reibungskraft (Stokes-Reibung)

In der linearen Theorie von Stommel (1948) und dem Modell von Veronis (1966a,b) wurde
im Abschnitt 5.1 eine Stokes-Reibung K = —ku eingefiihrt, die den Laplace-Reibungsterm
in den Navier-Stokes-Gleichungen ersetzt (siehe Gl. 5.1). Der Einbau in das Modell geschieht
wie folgt:

a) Makroskopischer Einbau:

Die Impulse j® unter Einflul der Reibungskraft K werden aus den j(x,t + 1) gem#8 der
Beziehung

et = (1-2) e (5.20)

berechnet.

b) Mikroskopischer Einbau:

FE seien die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen, die sich aus der Wirkung der Rei-
bungskraft K auf die Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; der kinetischen Glei-
chung (2.18) ergeben. Die x-Komponente der Reibungskraft lautet KX = —ku und die
y-Komponente Kf’ = —kv. Dementsprechend erfolgt nach (2.58) die Berechnung der F} fiir
7 > 0 nach den Gleichungen

k
FiR(X—i-Ci,t—i-l)ZF,L'(X—FCi,t—l-l) - 5F¢(X+C¢,t>
k
+ §Fi+ﬂ-(X+Ci,t). (530)
Fiir i = 0 gilt FF(x +c;,t+ 1) = Fo(x +c;,t + 1).
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Mit diesen zusétzlich eingebauten Kriften steht nun ein Gitter-Boltzmann-Modell zur
Verfiigung, mit dem die windgetriebene Ozean-Zirkulation linear und auch nichtlinear si-
muliert werden kann. Wegen den im Abschnitt 2.5 angesprochenen Vorteile, wird fiir die Si-
mulationen in diesem Kapitel ausschliellich das makroskopische Verfahren verwendet. Unter
Beriicksichtigung der drei zusétzlichen Kréfte gilt dann fiir die Impulsdichte:

o0t = Gebet)+ — [y 1)~ kiae,) + Ty cos (72) |

. . 1. .
jgj(x,t) = Jy(x,t)— - [fjz(x,t) — kjy(x,1)]. (5.31)
Die Simulationen mit diesem Modell werden noch danach eingeteilt, ob sie den linearen
oder den nichtlinearen Fall simulieren, welche Art von Dissipation verwendet wird (Stokes-
Reibung mittels linearem Kraftansatz wie bei Stommel und Veronis oder Laplace-Reibung

wie bei Munk und Bryan) und welche Randbedingungen gesetzt werden.

5.3.4 Das Modell mit Stokes-Reibung

Das Gitter-Boltzmann-Modell zur Simulation der windgetriebenen Ozean-Zirkulation mit
Stokes-Reibung entspricht den Modellen von Stommel (1948) und Veronis (1966a,b). Da die
Zirkulation stationér ist, werden die alternativen Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen F P
von Zou et al. (1995a,b) verwendet, und zwar aus den Gleichungen (2.33) fiir lineare und den
Gleichungen (2.29) fiir nichtlineare Simulationen. Auf dem Rand werden Slip-Bedingungen
fiir die Geschwindigkeit u gesetzt. Das heifit, dafl die Geschwindigkeiten auf dem Rand aus
den Nichtgleichgewichts-Verteilungsfunktionen F; der Tabelle 2.2 berechnet werden, so daf3
Gleichung (5.6) erfiillt wird. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit u,, ist also auf dem
Rand wie in Stommels analytischer Losung fiir den linearen Fall (Gl. 5.11) gleich null. Die
Normalableitung du/0n der Losung (5.11) verschwindet aber nicht iiberall auf dem Rand.
Fiir die Massendichte p des Gitter-Boltzmann-Modells soll natiirlich Massenerhaltung gelten.
Es darf also iiber den Rand weder Masse aus dem betrachteten Gebiet raus- noch reinflieflen.
Um dies zu erreichen, werden zur Berechnung der Massendichte auf dem Rand p|reng die
Nichtgleichgewichts- Verteilungsfunktionen F; aus Tabelle 2.1 verwendet.

Stommel beriicksichtigte die Stokes-Reibung, indem er den Laplace-Reibungsterm rVZu
in den Navier-Stokes-Gleichungen (2.21) durch die lineare Kraft K ersetzste (siehe GI.
5.1). Wie schon mehrfach erwihnt, beschreiben Gitter-Boltzmann-Modelle im Makrosko-
pischen die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung (5.21) mit dem Laplace-Reibungsterm
vV2u. Wird die Reibungskraft K?, wie es im Abschnitt 5.3.3 beschrieben wurde, in das
Modell eingebaut, mufl der Term der Laplace-Reibung also wesentlich kleiner als die Stokes-
Reibungskraft sein. Als Maf§ dafiir wird die dimensionslose ‘Reibungszahl’

|y V2 v
R = = —
M7 T ka| T kL2

(5.32)

eingefiihrt. Sie gibt das Verhiltnis zwischen dem Term der Laplace-Reibung und der Stokes-
Reibungskraft an. Je kleiner Ry ist, desto kleiner ist der Laplace-Reibungsterm gegeniiber
der Stokes-Reibungskraft.

5.3.5 Das Modell mit Laplace-Reibung

Beim Gitter-Boltzmann-Modell mit Laplace-Reibung — wie in dem Ansatz von Munk (1950a)
und im Modell von Bryan (1963) — wird keine zusitzliche Reibungskraft K? eingesetzt
(sieche GI. 5.13). Bryans Untersuchungen zeigten, dafl die windgetriebene Zirkulation im
Ozean mit wachsender Reynoldszahl (Re > 50) keinen stationiren Zustand mehr erreicht.
In diesen Fillen miissen die Gleichgewichts-Verteilungsfunktionen F;? aus Gleichung (2.27)



60 KAPITEL 5. DIE WINDGETRIEBENE ZIRKULATION DES OZEANS

(nichtlinearer Fall) bzw. (2.32) (linearer Fall) verwendet werden. Fiir kleine Reynoldszahlen
werden die alternativen Ff'? von Zou et al. (1995a,b) benutzt (Gl. 2.29 bzw. 2.33).

Bei den Simulationen mit Laplace-Reibung werden verschiedene Randbedingungen fiir die
Geschwindigkeit u verwendet. Zunéichst werden auf dem gesamten Rand, wie in der linearen
Theorie von Munk (1950a) (siche Gl. 5.16), Haftbedingungen gesetzt (F; aus Tab. 2.1).
Danach werden nur der westliche und der 6stliche Rand auf No-slip-Bedingungen (F; aus
Tab. 2.1) gesetzt, wihrend auf dem noérdlichen und siidlichen Rand Slip-Bedingungen (F;
aus Tab. 2.2) gelten. Diese Randbedingungen benutzte auch Bryan in seinem numerischen
Modell (Gl. 5.18). Wie beim Modell mit Stokes-Reibung wird wegen der Massenerhaltung
bei allen Simulationen die Massendichte auf dem Rand prqnq aus den Nichtgleichgewichts-
Verteilungsfunktionen F; der Tabelle 2.1 berechnet.

5.4 Skalierung

Die Skalierung des Gitter-Boltzmann-Modells wird wie folgt durchgefiihrt: Die windgetrie-
bene Ozean-Zirkulation soll auf einem rechteckigen Gebiet der Linge L und der Breite H
simuliert werden. Dazu wird auf diesem Gebiet ein dquidistantes Gitter mit N x M Gitter-
punkten aufgespannt. Das Gitter ist also N — 1 GFE lang und M — 1 GFE breit. Dann gilt
fiir eine Gittereinheit GE:

L H

1GE=— = .
N-1 M-1

(5.33)

Die charakteristische Geschwindigkeit im Ozean betriigt 1 m/s. Dieser Wert wird einer
bestimmten Geschwindigkeit U in GE /7 auf dem Gitter gleich gesetzt, wobei 7 einem Zeit-
schritt entsprechen soll:

GE m

U—=1 5.34
T s (5:34)
Lost man diese Gleichung unter Verwendung der Beziehung (5.33) nach 7 auf, folgt daraus

UL
N—-1°

T= (5.35)
fiir einen Zeitschritt. Die zeitliche Diskretisierung wird also durch die gewéhlte Ge-
schwindigkeit U festgelegt. Diese mufl aber kleiner als die kritische Geschwindigkeit von
ckrtit = 0.17 GE/7 sein, da sonst negative Dichten auftreten kénnten (siehe Abs. 2.2.2).
Bei diesem Gitter-Boltzmann-Modell werden die Geschwindigkeiten U = 10~% GE/7 und
U = 1073 GE/7 verwendet. So wird eine hohe zeitliche Auflésung erreicht, und die Ge-
schwindigkeiten auf dem Gitter bleiben deutlich unterhalb der kritischen Geschwindigkeit.
Mit dieser Skalierung des Gitter-Boltzmann-Modells werden Simulationen auf zwei unter-
schiedlich groflen Ozeangebieten gerechnet.

Das erste Gebiet @ ist quadratisch und hat eine Seitenldnge von L = 2000 km. Es ist al-
so so grofl wie das Becken, auf dem Veronis (1966b) seine Simulationen durchfiihrte. Auf
diesem Gebiet wird ein Gitter von 41 x 41 Punkten aufgespannt. Die Auflésung betrigt
damit nach der Formel (5.33) AL = 50 km pro Gittereinheit GE. Sie ist damit genauso gut
wie die Auflésung im Modell von Veronis mit AL = 51.28 km. Mit der charakteristischen
Geschwindigkeit U = 10~ GE/1 bzw. U = 1073 GE/7 betriigt die zeitliche Diskretisie-
rung nach Gleichung (5.35) At = 5 s bzw. At = 50 s pro Zeitschritt 7. In der Tabelle
5.1 ist die Skalierung wichtiger Modellgréfien aufgelistet. Fiir U = 10~* GE /7 werden alle
Simulationen in diesem Becken iiber 8 Millionen Zeitschritte 7 integriert. Dies entspricht
etwas mehr als 15 Monaten in der Natur. Auf einer CRAY J90 werden dafiir ca. 6 Stunden
CPU-Zeit benétigt. Stationdre Zustdnde werden aber schon nach einer Integrationszeit von
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kleines Modellgebiet | kleines Modellgebiet | grofles Modellgebiet
Skala Ozean 41 x 41 41 x 41 101 x 51
Gitterpunkte Gitterpunkte Gitterpunkte

L 10% m 20 GE 20 GE 10 GE

U 1m/s 1073 GE/T 10~* GE/T 10~* GE/T

t 10° s 2-10% 1 2-10° 1 10° 7

v 107% m?/s 210" GE?/r 2.-107° GE? /1 10-1° GE?/7

A 10% m?/s 2.-107° GE?/7 2.107% GE?/7 1075 GE?/7

k 1075 1/s 5-107° 1/ 5-107%1/7 107° 1/

f 1074 1/s 5-1073 1/ 5-107% 1/7 1073 1/7

[E] 10-"1/(ms) | 25-107° 1/(GET) | 25-107°% 1/(GET) 10~° 1/(GET)

Tabelle 5.1: Skalen im Ozean und beim Gitter-Boltzmann-Modell.

wenigen Wochen erreicht, was eine Rechenzeit von weniger als eine Stunde erfordert. Bei
den Simulationen mit U = 1072 GE/7 dauert die Integration iiber 15 Monate weniger als
40 Minuten.

Das zweite, groflere Gebiet G ist rechteckig und L = 10000 km lang und H = 5000 km
breit. Es wird mit einem Gitter von 101 x 51 Punkten diskretisiert. Die Auflésung betragt
hier nach Gleichung (5.33) AL = 100 km. Sie ist also nur halb so gut, wie auf dem kleineren
Gebiet ). Die zeitliche Auflosung betrigt 7 = 10 s (Gl. 5.35). Die Simulationen werden
iiber 4 Millionen Zeitschritte integriert, um auch hier die 15 Monate Realzeit zu erreichen.
Wegen der grofleren Zahl an Gitterpunkten werden dazu aber etwa 9 Stunden CPU auf einer
CRAY J90 verbraucht. Die Skalierung von wichtigen Grofien fiir dieses Gebiet steht auch in
Tabelle 5.1.

5.4.1 Einstellen des Windfeldes

Die Amplitude Ty der Windschubspannung T (Gl. 5.8) wird bei allen Simulationen wie folgt
eingestellt. Fiir die Geschwindigkeit u = (u,v) ist aus der linearen Theorie von Stommel
(1948) eine analytische Losung bekannt (Gl. 5.11). Die y-Komponente v(z, y) dieser Losung
hat ihr Maximum bei = 0 und y = H/2. Mit diesen Werten fiir  und y wird die untere
Gleichung aus (Gl. 5.11) nach Ty aufgelost. Dabei wird v(0, H/2) = 1 m/s gesetzt. Dieses
Ty ist auch von der Konstanten k (aus der Stokes-Reibung) abhingig. Beim Modell mit
Stokes-Reibung ist k& von Fall zu Fall unterschiedlich. Beim Modell mit Laplace-Reibung
wird zur Einstellung des Windfeldes & = 2- 1076 1/s gesetzt.

5.4.2 Bestimmung des Drucks

Beim Gitter-Boltzmann-Modell gilt fiir den Druck nach Gleichung (2.22)

1
p(z,y,t) = gp(x,y,t) — Po, (5.36)

wobei pg eine noch nédher zu bestimmende Konstante ist. Von der gesamten Massendichte

L H

=3 plz.y,t=0),

=0 y=0

s

Q

—~
~
I
(=)

—
|

(5.37)
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die als Anfangsverteilung p(z, y,t = 0) gesetzt wird, geht aber pro Zeitschritt 7 ein minimaler
Anteil von

dpc
pG(t=0)

verloren. Dies entspricht gerade der Rechengenauigkeit des Modells. Nach einer Integrations-
zeit von t = 15 Monaten liegt der Verlust im Bereich von Apg(t) ~ 1077 pg(t = 0). (Bei den
Simulationen, die im Weiteren diskutiert werden, sind das etwa 1075 % von pg(t = 0).) Bei
zunehmenden mikroskopischen Geschwindigkeiten auf dem Gitter, also groflerem Zeitschritt
7 (siehe Gl. 5.35), wichst auch Apg etwas an, bleibt aber in der selben Gréfienordnung. Den-
noch mufl Apg bei der Berechnung des Drucks p beriicksichtigt werden, weil dieser sonst
von der Grofle des Zeitschritts 7 beeinflufit wiirde. Die Gleichung (5.36) wird daher zu

p(xayat) = % (p(x,y,t) - AL(Q) —DPo = lﬁ(.ﬁ,y,t) — Po, (539)

‘ ~ 1071 —1071 (5.38)

N - M 3

modifiziert. Dabei ist der Term Apg(t)/(N - M) gerade der Verlust an Massendichte pro
Gitterpunkt. Jetzt ist noch die Konstante pg zu bestimmen. Aus Gleichung (5.7) ist bekannt,
dafl die Stromfunktion ¢ auf dem Rand gleich Null ist. Aufgrund des Zusammenhangs
¥ = p/fo verschwindet dann auch der Druck p auf dem Rand. Beim Gitter-Boltzmann-
Modell ist der Druck nach Gleichung (5.39) proportional zur Massendichte g, und diese wird
auf dem Rand minimal. Daher wird po = 1/3 - ppin gesetzt® (pmin = Minimum von p).
Damit wird aus Gleichung (5.39)

P, 0) = 5 (3, 4,0) — fnin) (5.40)

Diese Beziehung stellt den mikroskopischen Druck in der Einheit GE?/72 dar. Der makro-
skopische Druck p’ ergibt sich daraus und unter Verwendung der Gleichungen (5.33, 5.34
und 5.35) zu

P (x,y,t) = pw - p(x,y,t) - U (5.41)

mit U aus Gl (5.34) und pw = 10® kg/m?>. In der weiteren Diskussion wird nur der makro-
skopische Druck betrachtet und daher der ’ weggelassen.

5.4.3 Dimensionslose Zahlen

Zum Schluf} dieses Unterkapitels sollen nochmal alle dimensionslosen Zahlen zusammenge-
faflt werden, welche die einzelnen Simulationen charakterisieren. Als charakteristische Ge-
schwindigkeit U, und Lénge L. werden U. = U = 1 m/s und L. = L (L = Lénge des
Ozeanbeckens) benutzt:

e Reynoldszahl

UL UL
Re ” bzw Re 1 (5.42)

(A = Austauschkoeffizient, v = Viskositéit),

e Reynoldszahl auf dem Gitter

AL AL
Reg = VAL bzw. Reg = UT (5.43)
v

(AL = Gitterabstand),

5 Auch Veronis (1966a,b) setzte das Minimum des Drucks gleich Null und zog eine entsprechende Kon-
stante pg von seinen numerisch gewonnenen Druckwerten ab.
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e Rossbyzahl

U
e FEkmanzahlen
A k
EFis= — d B, = — 4
A ﬁL?’ un k BL, (5 5)
e Reibungszahl
v

5.5 Modellergebnisse I

Betrachten wir als erstes die Ergebnisse der Simulationen, die auf dem quadratischen Gebiet
@ gerechnet werden. Die rdumliche Diskretisierung betragt Az = Ay = 50 km und die
zeitliche Diskretisierung At = 5 s. Zunéchst werden die Ergebnisse des Modell mit Stokes-
Reibung und anschlieBend die des Modells mit Laplace-Reibung diskutiert.

5.5.1 Ergebnisse des Modells mit Stokes-Reibung

Der Viskositdtsparameter w aus der kinetischen Gleichung (2.18) wurde bei allen Simula-
tionen auf w = 1.99999 eingestellt. Nach Gleichung (2.24) folgt daraus eine Viskositit von
v =283-10"7 GE?/7 auf dem Gitter. Die Reibungszahl R}, liegt immer im Bereich von
5-107* — 5-1075. Der viskose Term vV?2u ist also immer wesentlich kleiner als der Term
der linearen Reibungskraft K. Wird die Viskositit noch weiter reduziert, machen sich nu-
merische Instabilitdten bemerkbar. Die Referenzbreite der 8-Ebene betriagt ¢p = 30°. Alle
Modelldufe ergeben stationédre Strémungen. Dazu ist in Bild (5.5) die zeitliche Entwicklung
des Betrags des Gesamtimpuls Jgesamt(t) fiir den nichtlinearen Fall mit Ro = 1.26 - 1072
und Ej = 0.05 (siehe spéter Abb. 5.12, 5.13) dargestellt. Nach 43.4 Tagen Integrationszeit
(750000 Zeitschritte, 34 Minuten CPU) nimmt der Betrag des Gesamtimpuls nicht mehr zu
und der stationire Zustand ist erreicht. Der Betrag des Gesamtimpuls Jpg wird mit der
Formel

2 2

L H L H
Jpa(t) = (Zij(x,y,t)> +<Zij(x,y,t)> (5.47)

x=0y=0 x=0y=0

L H 2 L H 2
= //]xxy, dedy | + //jyxy, dx dy
00 00

berechnet und im Weiteren kurz als Gesamtimpuls bezeichnet. Alle Abbildungen in diesem
Abschnitt iiber die Simulationen auf dem kleineren Gebiet @ zeigen die Zustédnde am Ende
der Integrationszeit nach 15 Monaten (8 Millionen Zeitschritten).
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Abbildung 5.5: Zeitliche Entwicklung des Gesamtimpuls Jpa(t) fiir den nichtlinearen Fall
0o = 30°, Ro=1.26-10"2, B}, = 0.05, R, = 5-107°, Ro/E}), = 0.252 und Slip-Bedingungen
auf dem Rand. Der stationdre Zustand wird nach ungefihr 43.4 Tagen erreicht.

Der lineare Fall

Aus Abschnitt 5.1 ist bekannt, dal Stommel (1948) eine analytische Losung fiir das lineare
Problem mit Stokes-Reibung gefunden hat (Gl. 5.9 und 5.11). Daher konnen in diesem Fall
die Simulationen des Gitter-Boltzmann-Modells nicht nur qualitativ sondern auch quantita-
tiv mit der Theorie verglichen werden.

Betrachten wir den linearen Fall mit k =2-107¢ 1/s und ¢y = 30°:

Die Abbildungen (5.6) und (5.7) zeigen die Simulation des Gitter-Boltzmann-Modells. Tm
Bild (5.6) ist das Geschwindigkeitsfeld u dargestellt. Wegen der Anschaulichkeit wird in den
Bildern der Geschwindigkeitsfelder immer nur jeder vierte Wert gezeigt. Bild (5.7) zeigt den
dimensionslosen Druck

P = p/Pmaz> (5.48)

wobei p der makroskopische Druck nach Gleichung (5.41) und piq, dessen Maximum ist.
Um diese Modellergebnisse mit der Theorie vergleichen zu kénnen, zeigen die Bilder (5.8)
und (5.9) die analytische Losung nach Gleichung (5.11). Aus diesen vier Abbildungen ist
sehr gut zu erkennen, daf sich wie in der linearen Theorie von Stommel (1948) ein asym-
metrischer Wirbel mit einem starken, schmalen Strom am westlichen Rand des Gebiets
und einem breiten, schwachen Riickstrom im Osten gebildet hat. Diese Zirkulation stimmt
auch sehr gut mit den Ergebnissen von Veronis (1966a,b) in Abbildung (5.4a) iiberein, wo
der westliche Randstrom allerdings noch etwas schmaler ist. In dem Ergebnis der Gitter-
Boltzmann-Modells hat er eine Breite von ca. 200 km, was nach Munk (1950a) — basierend
auf Beobachtungen — ein typischer Wert ist. Dieser Wert von ungefihr 200 km stimmt auch
mit der analytischen Losung nach Stommel in den Bildern (5.8, 5.9) {iberein.

Der Druck p aus der Simulation (Abb. 5.7) stimmt sehr gut mit der analytischen Losung
(Abb. 5.9) und dem Modellergebnis von Veronis (1966a) im Bild (5.4a) iiberein. Die Dif-
ferenz zwischen dem numerischen und dem theoretischen Wert des Druckmaximums pj,qz
liegt an der Wahl der Konstanten pg = pyin in Gleichung (5.40). Demnach wird py etwas
zu klein abgeschiitzt. Die beiden Abbildungen (5.6) und (5.8) zeigen, daff auch die analyti-
schen und numerischen Geschwindigkeiten u,, und u gut iibereinstimmen. Um dies besser
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beurteilen zu kénnen, sind in Bild (5.10) die Differenzgeschwindigkeiten Au = u,,, —u dar-
gestellt. Daraus erkennt man, dafl die Unterschiede aufler in der nordwestlichen Ecke gering
sind. Die stérkeren Abweichungen im Nordwesten haben folgende Ursache: Sehr niedrige
Viskositédten konnen bei Gitter-Boltzmann-Modellen zu numerischen Instabilitéiten fithren
(siehe Abs. 2.3). Wie weit die Viskositéit reduziert werden kann, hingt von der Grofe des
Gitters, den verwendeten Randbedingungen und dem zu modellierenden Problem selbst ab.
Mit einer besseren Auflésung durch Erhohung der Anzahl der Gitterpunkte kann nume-
rischen Instabilitidten entgegengewirkt werden. Allerdings nimmt dann auch die benotigte
Rechenzeit deutlich zu. Bei den hier diskutierten Simulationen ist die Viskostidt auf dem
Gitter mit v = 8.3- 1077 GE?/7 (Viskositéitsparameter w = 1.99999 (Gl. 2.24)) schon recht
klein, so dafl bereits relativ nahe an der Stabilitédtsgrenze gerechnet wird. Dies ist nicht nur
an den grofieren Abweichungen Au zwischen den theoretischen Geschwindigkeiten ug,, und
den modellierten Geschwindigkeiten u in der nordwestlichen Ecke in Abbildung (5.10) er-
kennbar, sondern auch an dem etwas welligen Verlauf der Isobaren in Bild (5.7). An dieser
Stelle sei bereits darauf hingewiesen, daf} dieser wellige Verlauf der Isobaren weiter unten bei
den Simulationen des nichtlinearen Problems, wo dieselbe Viskositéit v eingestellt wird, mit
abnehmender Stokes-Reibung (kleineres k) noch etwas deutlicher hervortritt (siche z.B. die
Abb. 5.25, 5.27). Wird die Viskositit v um eine Grofenordnung erhoht (w = 1.9999), ver-
laufen die Isobaren glatt. In den Modellergebnissen wird dann aber der westliche Randstrom
wesentlich breiter, weil dadurch der viskosen Term vV?u im Verhiltnis zur Stokes-Reibung
ku und damit auch die Reibungszahl Ry, gréfler werden. Dies wird vor allem wichtig, wenn
der Wert von k£ abnimmt. Daher wird hier der Viskositidtsparameter w = 1.99999 und somit
der Viskosititskoeffizient v = 8.3 - 10~7 GE? /1 beibehalten.

Ein weiterer Vergleich zwischen der analytischen Losung von Stommel (1948) und den Er-
gebnissen des Gitter-Boltzmann-Modells fiir den linearen Fall zeigt die Abbildung (5.11.
Dargestellt ist die Stromfunktion ¢(x, y) entlang eines West-Ost-Schnittes bei y = 1000 km.
Die durchgezogene Kurve ist die analytische Losung aus Gleichung (5.9), und das Modeller-
gebnis wird durch die Kreuze dargestellt. Die gepunktete Linie ist die Differenz zwischen
analytischer und numerischer Losung. Das Bild zeigt eine gute Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Modell, wobei die numerischen Werte westlich des Minimums der Stromfunkti-
on % nicht ganz die analytischen Werte erreichen. Dies bedeutet, dafl der Massentransport
im Modell kleiner als in der Theorie ist.

Insgesamt ergibt sich daraus, dafl beim linearen Problem mit Stokes-Reibung die Ergebnisse
des Gitter-Boltzmann-Modells sowohl qualitativ als auch quantitativ recht gut mit der ana-
lytischen Lésung von Stommel (1948) iibereinstimmen. Fiir die nun folgenden Simulationen
des nichtlinearen Problems mit Stokes-Reibung und spéter den Simulationen mit Laplace-
Reibung stehen keine analytischen Losungen zum Vergleich zur Verfiigung. Deren Ergebnisse
werden mit den Modellresultaten von Veronis (1966b) und Bryan (1963) verglichen.
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Abbildung 5.6: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall g = 30°, E,, = 0.05, R, =5-107°
und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.60 m/s.
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Abbildung 5.7: Druck p = p/Pmax fir den linearen Fall oo = 30°, E, = 0.05, R, =5+ 10~°
und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmae = 8.77 - 10° Pa.
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Abbildung 5.8: Geschwindigkeit w,, der analytischen Losung (Gl. 5.11) fir den linearen
Fall g = 30°, Ey, = 0.05. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |ug,| = 0.58 m/s.
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Abbildung 5.9: Druck p = p/pmas der analytischen Léisung (Gl 5.11) fir den linearen Fall
o = 30°, E), = 0.05; ppmas = 6.18-10% Pa.
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Abbildung 5.10: Differenz Au = ugy, — u zwischen der analytischen Lisung ayn (Gl 5.11)

und dem Modellergebnis u fiir den linearen Fall oo = 30°, Eyx = 0.05. Die grifste dargestellte
Geschwindigkeit betrigt |Au| = 0.16 m/s.
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Abbildung 5.11: Stromfunktion 1(x) lings des West-Ost-Schnittes bei y = 1000 km fiir den
linearen Fall oy = 30°, Ej, = 0.05. Dargestellt sind die analytische Losung (Gl 5.9) (—),
das Modellergebnis (+) und die Differenz zwischen analytischer Lisung und Modellergebnis

().
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Der nichtlineare Fall

Nun zu den Simulationen des nichtlinearen Falls, deren Ergebnisse fiir das Geschwindigkeits-
feld u und dem Druck p = p/Pmas (Gl. 5.48) in den Abbildungen (5.12 - 5.27) dargestellt
sind. Die Referenzbreite ¢y = 30° wird beibehalten. Die Rossbyzahl Ro und die Ekman-
zahlen Ex werden aber zwischen Ro = 1.26 - 1072 und Ro = 0.126 bzw. E;, = 0.005 und
E = 0.05 varriert. Dabei nimmt k& Werte von 2-107% 1/s, 1076 1/s und 2- 1077 1/s an.
In den Bildern (5.12) bis (5.17) wurde die Ekmanzahl bei Ej, = 0.05 festgehalten und die
Rossbyzahl erhéht, so dal die nichtlinearen Terme stérker werden. Man erkennt sehr gut,
dafl das Zentrum des asymmetrischen Wirbels gegeniiber dem Ergebnis des linearen Falls
mit wachsender Rossbyzahl nach Nordwesten wandert. Dies entspricht ganz den Ergebnis-
sen von Veronis (1966b) (Abb. 5.4). Schliefllich bildet sich sogar ein Strom am nordlichen
Rand des Beckens aus, der bis an den Ostrand heranreicht. Dies stellt den Ubergang vom
linearen Modell von Stommel (1948) zum reinen Trigheitsmodell von Fofonoff (1954) dar.
Die nichtlinearen Prozesse dominieren hier eindeutig tiber die viskosen Effekte.

Als niichstes wird die Ekmanzahl auf Ej = 0.025 gesenkt. Die Rossbyzahl wird wieder aus-
gehend von Ro = 1.26 - 10~2 angehoben. Die Abbildungen (5.18) bis (5.23) zeigen wieder
das gleiche Verhalten der Zirkulation bei steigendem Einflul der nichtlinearen Terme ge-
geniiber der Reibungskraft. Das Wirbelzentrum wandert nach Nordwesten, wo sich auch der
Randstrom stérker konzentriert. Es bildet sich auch ein ostwértiger Strom, der bei kleineren
Rossbyzahlen noch frith nach Siiden abdreht, aber mit zunehmender Rossbyzahl sich bis
zum Ostlichen Beckenrand erstreckt.

Nun wird die Ekmanzahl auf E;, = 0.005 reduziert. Bei der Simulation mit Ro = 1.26- 1072
bildet sich neben dem Wirbel am westlichen Rand ein zweiter, kleiner Wirbel in der nord-
westlichen Ecke aus (Abb. 5.24 und 5.25), und die ostwiirtige Strémung im Norden reicht
schon fast bis an den Ostrand. In den Abbildungen (5.26) und (5.27) bei dreimal groferer
Rossbyzahl ist nur noch der Wirbel im Nordwesten zu sehen. Der nordliche Randstrom, der
neben dem westlichen Randstrom gebildet wird, erstreckt sich jetzt durch die gesamte Léinge
des Gebietes. Die Reibungskraft ist bei diesen Simulationen so gering, daf§ die nichtlinearen
Effekte auch schon bei kleineren Rossbyzahlen dominant sind.

FaBt man die Modellergebnisse der Bilder (5.6) bis (5.27) zusammen, l#8t sich folgendes
feststellen. Wenn das Verhéltnis zwischen Rossbyzahl Ro und Ekmanzahl E}y wéchst, wan-
dert das Zentrum des asymmetrischen Wirbels nach Nordwesten. Der westliche Randstrom
konzentriert sich auch stérker im Nordwesten und bei grofien Verhiltnissen bildet sich ein
ostwartiger nordlicher Randstrom aus, der sich bis zum 6stlichen Rand des Beckens er-
strecken kann. Die nichtlinearen Terme gewinnen dann immer mehr an Bedeutung gegeniiber
der Reibungskraft. Dies stimmt hervorragend mit den theoretischen Ergebnissen von Stom-
mel (1948) fiir den linearen Fall und Munk et al. (1950b) fiir den nichtlinearen Fall {iberein.
Der Vergleich mit den numerischen Ergebnissen von Veronis (1966b) in den Bildern (5.4)
ergibt ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung. Auch dort verschiebt sich das Wirbelzen-
trum mit steigendem Verhéltnis zwischen Rossby- und Ekmanzahl nach Nordwesten und ein
Strom in Ostlicher Richtung entsteht.

Zum Abschlul der Simulationen auf dem quadratischen Gebiet @@ mit dem Modell mit
Stokes-Reibung sind in den Abbildungen (5.28) und (5.29) das Geschwindigkeitsfeld u und
der Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall mit 8 = 0 und k& = 2-107% 1/s dargestellt. Auch
hier ist die Ubereinstimmung mit der Theorie von Stommel (1948, siche Abb. 5.1) sehr gut.
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Abbildung 5.12: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.05, R, =5-107°, Ro/E) = 0.252 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.62 m/s.
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Abbildung 5.13: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall 9 = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.05, R, =5-1075, Ro/Ey = 0.252 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 8.40 - 103 Pa.
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Abbildung 5.14: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 3.78- 1072,
Er =0.05, R, =5-107°, Ro/E) = 0.756 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 1.43 m/s.
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Abbildung 5.15: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall 9 = 30°, Ro = 3.78 - 1072,
Er =0.05, R, =5-1075, Ro/Ey = 0.756 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 2.10-10* Pa.
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Abbildung 5.16: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall pg = 30°, Ro = 0.126,
Er = 0.05, Ry, = 5-107°, Ro/E) = 2.52 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 4.65 m/s.
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Abbildung 5.17: Druck p = p/pmax fir den nichtlinearen Fall po = 30°, Ro = 0.126,
Er =0.05, R, =5-1075, Ro/Ey = 2.52 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
DPmaz = 7.52-10* Pa.
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Abbildung 5.18: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 1.26- 1072,
Ey = 0.025, Ry = 107, Ro/E), = 0.504 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.75 m/s.
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Abbildung 5.19: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall o = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Ey =0.025, Ry = 1074, Ro/Ey, = 0.504 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Prmaz = 4.36 - 103 Pa.
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Abbildung 5.20: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 3.78- 1072,
Er = 0.025, Ry = 107, Ro/E), = 1.512 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 1.16 m/s.
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Abbildung 5.21: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall 9 = 30°, Ro = 3.78 - 1072,
Ey =0.025, Ry = 1074, Ro/Ey, = 1.512 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 1.16 - 10* Pa.
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Abbildung 5.22: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall pq = 30°, Ro = 0.126,
Er = 0.025, R = 1074, Ro/Ey = 5.04 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 3.33 m/s.
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Abbildung 5.23: Druck p = p/pmax fir den nichtlinearen Fall po = 30°, Ro = 0.126,
Er =0.025, Ry = 1074, Ro/E), = 5.04 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 5.12-10% Pa.
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Abbildung 5.24: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.005, Ry =5-107%, Ro/Ey = 2.52 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu] = 0.13 m/s.
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Abbildung 5.25: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall 9 = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.005, Ry =5-10%, Ro/Ey) = 2.52 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 1.06 - 103 Pa.
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Abbildung 5.26: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 3.78- 1072,
Er =0.005, Ry =5-10~%, Ro/Ey = 7.56 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.45 m/s.
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Abbildung 5.27: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall o = 30°, Ro = 3.78 - 1072,
Er =0.005, Ry =5-10*, Ro/Ey = 7.56 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Prmaz = 4.03-103 Pa.
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Abbildung 5.28: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall oo = 90°, k=2-10"6571,
Ry, =5-107° und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grofite dargestellte Geschwindigkeit

betrigt |u| = 0.83 m/s.
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Abbildung 5.29: Druck p = p/pmas fiir den linearen Fall oo = 90°, k = 2 - 107 %s71,
Ry =5-107° und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pya. = 6.17-10* Pa .
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5.5.2 Ergebnisse des Modells mit Laplace-Reibung

Die Simulationen des Gitter-Boltzmann-Modells in diesem Unterabschnitt orientieren sich
an der Losung des linearen Problems der windgetriebenen Zirkulation unter Beriicksichti-
gung der Laplace-Reibung von Munk (1950a) und den numerischen Ergebnissen von Bryan
(1963) fiir den nichtlinearen Fall.

Munk gibt in seiner Arbeit fiir den Austauschkoeffizienten einen Wert zwischen A =
4-103 m?/sund A = 7-10% m? /s an. Im Modell wird er zunichst auf A = 6.25-10% m?/s ein-
gestellt (Viskositéitsparameter w = 1.99985). Die Reynoldszahl auf dem Gitter betriigt dann
nach Gleichung (5.43) Reg = 8. Sie liegt damit weit unter Bryans kritischem Bereich von
Re = 50 — 100, oberhalb dem die Strémung keinen stationdren Zustand mehr erreicht. Un-
terhalb des Wertes wird sie aber noch annéhernd stationér und bei kleinen Reynoldszahlen
stellen sich stationdre Zusténde ein. So erreichen die Simulationsergebnisse auch tatséchlich
nahezu stationdre Stromungszustinde bei Reg = 8. Dies zeigt auch die zeitliche Entwick-
lung des Gesamtimpuls Jpg(t) fiir den nichtlinearen Fall mit Reg = 8, Ro = 1.26 - 1072
und E4 = 3.9-107° in Bild (5.30). Nach etwa 7 Monaten Integrationszeit pendelt er sich
auf einen konstanten Wert ein.

x 10
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®

J_BG

15F b

0.5 b

Abbildung 5.30: Zeitliche Entwicklung des Gesamtimpuls Jpa(t) fiir den nichtlinearen Fall
wo = 30°, Re =320, Reg =8, Ro=1.26-10"2, E4 = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen
auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stden.

Betrachten wir zuerst Modelldufe fiir das lineare Problem. Die Abbildungen (5.31) und (5.32)
zeigen die Modellzustéinde nach 15 Monaten am Ende der Integrationszeit (8 Millionen Zeit-
schritte), wenn auf dem gesamten Rand No-slip-Bedingungen gelten. Diese Randbedingun-
gen benutzte Munk bei seiner Untersuchung des linearen Falls. Die Ergebnisse stimmen sehr
gut mit Munks theoretischer Losung aus Abbildung (5.2) iiberein. Es entsteht der asymme-
trische Wirbel mit dem starken aber schmalen westlichen Randstrom, der ungefihr 200 km
breit ist. Dies steht in Einklang zu beobachteten Breiten des Golf-Stroms und des Kuroshios
(siehe Munk, 1950a). AuBerdem ist auch sehr gut der siidwirtige Gegenstrom am stlichen
Rand des westlichen Randstromes zu erkennen. Aus Abschnitt 5.1 ist bekannt, dafl Munks
Modell mit Laplace-Reibung im Gegensatz zu Stommels Modell mit Stokes-Reibung diesen
Gegenstrom beschreibt. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl die Simulationen des
Gitter-Boltzmann-Modells mit Stokes-Reibung im vorherigen Unterabschnitt auch keinen
solchen Gegenstrom zeigten.

Die Bilder (5.33) und (5.34) zeigen das gleiche Experiment, allerdings mit Slip-Bedingungen
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auf dem nordlichen und siidlichen Rand. Im Osten und Westen gelten weiterhin No-slip-
Bedingungen. Die Zirkulation unterscheidet sich kaum von der bei No-slip-Bedingungen auf
dem gesamten Rand. Man erkennt aber bei genauerem Hinsehen, dafi der westliche Rand-
strom etwas weiter nach Norden reicht und da8 die ostwirtige Strémung am nordlichen
Rand etwas intensiver ist.

In den Abbildungen (5.35) und (5.36) ist der nichtlineare Fall mit No-slip-Bedingungen auf
dem gesamten Rand dargestellt. Der Vergleich mit den Ergebnissen des linearen Falls (Abb.
5.31, 5.32) zeigt, daBl das Zentrum des Wirbels weit nach Norden verschoben ist. Der west-
liche Randstrom hat auch hier eine Breite von ungefihr 200 km. Zusétzlich bildet sich ein
Gegenstrom auf der Ostseite des Wirbelzentrums, der sich aber nicht allzu weit in Richtung
Siiden erstreckt. Eine ganz dhnliche Zirkulation zeigen die Bilder (5.37) und (5.38), bei de-
nen nur am West- und Ostrand No-slip-Bedingungen und sonst Slip-Bedingungen gelten.
Das Wirbelzentrum wandert aber noch weiter nach Norden, wodurch der Randstrom in der
nordwestlichen Ecke intensiviert wird. Dieser Unterschied zwischen den Simulationen mit
Slip- bzw. No-slip-Bedingungen auf den Rénder im Norden und Siiden trat auch schon beim
linearen Fall auf. Auflerdem erstreckt sich der Gegenstrom auf der Ostseite des Wirbels
nun etwa 100 km weiter nach Siiden. Diese Modellergbenisse entsprechen den Resultaten,
die Bryan (1963) mit seinem Modell erzielte und die im Abschnitt 5.2 besprochen wurden.
Die Bilder (5.3) zeigen, dafl im Prinzip die gleichen Strukturen auftreten: Verschiebung des
Wirbelzentrums nach Norden und Bildung eines Gegenstroms auf der Ostseite des Wirbels,
der sich aber nicht weit nach Siiden erstreckt. Beim Vergleich dieser Bilder mit denen des
Gitter-Boltzmann-Modells mufl aber auch beriicksichtigt werden, dafl die Simulationen hier
auf einem quadratischen Gebiet von 2000 x 2000 km bei einer Reynoldszahl auf dem Gitter
von Reg = 8 gerechnet wurden, wihrend Bryan ein rechteckiges Gebiet mit 5000 km Lénge
und 10000 km Breite benutzte. Auflerdem variiert in den Bildern (5.3) die Reynoldszahl
zwischen 5 und 60.

Als néichstes wird das Verhiltnis zwischen Rossbyzahl Ro und Ekmanzahl E 4 nahezu ver-
doppelt. Dazu wird die Referenzbreite g von 30° auf 60° gesetzt. Die nichtlinearen Prozesse
gewinnen dann gegeniiber den viskosen Prozessen zunehmend an Bedeutung. Bei No-slip-
Bedingungen auf dem gesamten Rand entsteht der Wirbel dann im nordwestlichen Teil des
Gebiets (Abb. 5.39, 5.40). Die Stromung um diesen Wirbel herum erreicht in etwa die Ge-
schwindigkeiten des westlichen Randstroms. Bei Slip-Bedingungen im Norden und Siiden
konzentriert sich der Wirbel in der Nordhélfte des Beckens und es bildet sich ein nérdlicher
Randstrom (Abb. 5.41, 5.42). Die Ursache liegt in der Dominanz der nichtlinearen Effekte
bei diesen Simulationen.

Die Bilder (5.43) und (5.44) zeigen die Zirkulation nach 15 Monaten einer Simulation, bei
der das Verhiltnis zwischen Rossby- und Ekmanzahl dreimal so grof§ ist wie in den Bildern
(5.35) bis (5.38). Es gelten No-slip-Bedingungen auf dem gesamten Rand und ¢y = 30°. Die
Reynoldszahlen betragen Re = 960 und Reg = 24. Die Stromung erreicht keinen stationéren
Zustand mehr. Daher zeigen die beiden Bilder (5.43) und (5.44) auch nur eine Momentauf-
nahme der Zirkulation. Eine Grundstruktur mit einem kriftigen Wirbel im Nordwesten,
einem zweiten, schwécheren siidlich davon und einem weiteren kleinen im Inneren des Ge-
biets bleibt aber iiber die Zeit erhalten. Es hat sich ein westlicher Randstrom und eine
intensive Stromung in der nordwestlichen Ecke gebildet. Etwa in der Mitte des Beckens ist
ein Riickstrom um den kleinen, dritten Wirbel herum zu erkennen. Diese Zirkulation hat in
ihrer Struktur grofie Ubereinstimmung mit Experimenten von Blandford (1971, siehe Abb.
5.45), in denen er die windgetriebene Zirkulation mit geringer Laplace-Reibung und No-Slip-
Bedingungen auf dem ganzen Rand untersuchte. Die Abbildung (5.45) zeigt eine Simulation
mit einem Verhéltnis in der GroBenordnung 10~7 zwischen Rossby- und Reynoldszahl. Die
Zirkulation bei Blandford ist ebenfalls nicht-stationér.

Der Austauschkoeffizient hatte bei allen Simulationen in diesem Unterabschnitt den Wert
A = 6.25-10% m?/s. Es wurden auch Modelldufe mit anderen Austauschkoeffizienten ge-
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rechnet. Dazu ist zu sagen, dafl bei kleineren A und damit grosseren Reynoldzahlen keine
stationéren Zustédnde mehr erreicht werden, wihrend die Zirkulation bei grofleren A — also
kleineren Re — stationér wird. Dieses Verhalten des Modells ist auch konsistent zu den im
Abschnitt 5.2 angeprochenen Ergebnissen von Bryan (1963).
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Abbildung 5.31: Geschwindigkeit w fiir den linearen Fall pg = 30°, Re = 320, Reg = 8,
E4 =3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die griofite dargestellte Geschwin-
digkeit betrigt |u| = 0.69 m/s.
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Abbildung 5.32: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall oo = 30°, Re = 320, Reg = 8,
E4 =3.9-1075 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmas = 1.18-10* Pa.
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Abbildung 5.33: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall pg = 30°, Re = 320, Reg = 8,
E4 = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-
Bedingungen im Norden und Siden. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.69 m/s.
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Abbildung 5.34: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall oo = 30°, Re = 320, Reg = 8,
Ej = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-
Bedingungen im Norden und Stiden; pne. = 1.18-10* Pa.
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Abbildung 5.35: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Re = 320, Reg = 8,
Ro = 1.26-1072, E4 = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grifte
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.65 m/s.
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Abbildung 5.36: Druck p = p/pmaz fir den nichtlinearen Fall g = 30°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=1.26-10"2, E4 = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 1.12-10* Pa.
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Abbildung 5.37: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=1.26-10"2, E4 = 3.9-10~° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und
Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stden. Die grofite dargestellte Geschwindigkeit
betrigt |u| = 0.64 m/s.
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Abbildung 5.38: Druck p = p/pmaz fir den nichtlinearen Fall g = 30°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=1.26-10"2, E4 = 3.9-10~° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und
Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Siiden; pmar = 1.13-10* Pa.
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Abbildung 5.39: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 60°, Re = 320, Reg = 8,
Ro = 2.18-1072, E4 = 6.8 - 1072 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grifte
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 1.19 m/s.
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Abbildung 5.40: Druck p = p/pmaz fir den nichtlinearen Fall oo = 60°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=2.18-10"2, E4 = 6.8-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Prmaz = 3.53 - 10 Pa.
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Abbildung 5.41: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 60°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=2.18-10"2, E4 = 6.8-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und
Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stden. Die grofite dargestellte Geschwindigkeit

betrigt |u| =1.79 m/s.
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Abbildung 5.42: Druck p = p/pmaz fir den nichtlinearen Fall g = 60°, Re = 320, Reg = 8,
Ro=2.18-10"2, E4 = 6.8-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und

Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Siiden; pmar = 6.72 - 10* Pa.
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Abbildung 5.43: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall pq = 30°, Re = 960,

Reg = 24, Ro = 3.78- 1072, E4 = 3.9-107° und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Ro/Re =3.9-107%, Ro/Rec = 1.58 - 1073. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrdgt
lu] = 2.11 m/s.
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Abbildung 5.44: Druck p = p/pmas fiir den nichtlinearen Fall o9 = 30°, Re = 960, Reg =
24, Ro = 3.78 1072, E4 = 3.9 - 1075 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand; Ro/Re =
3.9-1075, Ro/Reg = 1.58 - 1073; pas = 4.48 - 10* Pa.
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BLANDFORD

Abbildung 5.45: Simulation der windgetriebenen Ozean-Zirkulation von Blandford (1971)
mit No-slip-Bedingungen auf dem gesamten Rand und geringer seitlicher Reibung Ro/Re =
6.3-1077.

5.6 Modellergebnisse II

Nachdem die sehr guten Ergebnisse, die mit dem Gitter-Boltzmann-Modell auf dem quadra-
tischen Gebiet @) erzielt wurden, vorgestellt wurden, werden nun die Simulationen auf dem
grofleren rechteckigen Gebiet G betrachtet. Es ist 10000 km lang und 5000 km breit. Die
Diskretisierungen sind Az = Ay = 100 km und At = 10 s. Die Bilder in diesem Abschnitt
zeigen wieder die Zirkulation nach 15 Monaten (4 Millionen Zeitschritten).

5.6.1 FErgebnisse des Modells mit Stokes-Reibung

Bei den Simulationen unter Beriicksichtigung der Stokes-Reibung auf dem Gebiet G wird
eine Referenzbreite von o = 15° fiir die 5-Ebene (Gl. 5.2) gewihlt. Auf dem gesamten Rand
gelten Slip-Bedingungen. Die Viskositéit v wird mittels Gleichung (2.24) {iber den Parameter
w der kinetischen Gleichung (2.18) variiert. Daraus ergeben sich nach der Beziehung (5.46)
auch verschiedene Reibungszahlen Rj. Auch bei diesen Simulationen stellen sich stationiire
Zusténde ein. Nach etwa 1.5 Monaten (800000 Zeitschritte, 1.8 h CPU) bleibt der Gesamtim-
puls des Systems erhalten. Abbildung (5.46) zeigt dies fiir eine Simulation des nichtlinearen
Falls mit Ro = 4.5-10* und Ej = 0.009.

Beginnen wir mit den Simulationen des linearen Falls. Die Abbildungen (5.47) und (5.48)
zeigen das Geschwindigkeitsfeld u (wegen der Ubersichtlichkeit nur jeden 16. Wert) und den
Druck p = p/pmaz nach Gleichung (5.48) fiir k = 21076 1/s und Ry = 4 - 10~%. Obwohl
die Reibungszahl Ry schon sehr klein ist, betriigt die Viskositit v noch 8.3 - 10* m?/s! Der
Laplace-Reibungsterm vV?2u ist also wesentlich kleiner als die Stokes-Reibungskraft. Das
Modell beschreibt aber im Prinzip eine Zirkulation mit der Kombination aus Stokes- und
relativ grofler Laplace-Reibung. Dies ist auch in den Bildern zu erkennen. Der asymetri-
sche Wirbel hat hier die Form einer Glocke, da sich der westliche Randstrom aufgrund der
Laplace-Reibung weiter nach Norden und Siiden erstreckt. Wegen der Stokes-Reibung bildet
sich aber kein Gegenstrom auf der Ostseite des Randstromes aus, wie es beim Modell mit
ausschliefllich Laplace-Reibung der Fall ist (siehe die Theorie von Munk, 1950a, im Abs. 5.1
und die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts). Dieser Effekt tritt aber nicht mehr auf, wenn
v bzw. Ry, wie in Abbildung (5.49) reduziert werden. Das Ergebnis stimmt jetzt gut mit der
analytischen Losung von Stommel (1948) aus Abb. (5.1) iiberein, wie es auch bei den analo-
gen Untersuchungen auf dem Gebiet @@ der Fall war. Die Isobaren verlaufen hier aber nicht
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Abbildung 5.46: Zeitliche Entwicklung des Gesamtimpuls Jpa(t) fiir den nichtlinearen Fall
0o =15°, Ro=4.5-10"%, E;, = 0.009, Ry = 4-10"%, Ro/E) = 0.05 und Slip-Bedingungen
auf dem Rand. Nach etwa 1.5 Monaten wird der stationdre Zustand erreicht.

mehr glatt. Das liegt daran, daf8 die Viskostitit auf dem Gitter mit 8.3-10~7 GE? /1 ziemlich
klein ist. Aus Paragraph 2.3 ist bekannt, daf} sehr kleine Viskosititen bei Gitter-Boltzmann-
Modellen zu numerischen Instabilitdten fithren kénnen. Abhilfe kann eine Erhchung der
Gitterpunkte und damit eine bessere Auflésung bringen, wodurch natiirlich die nétige Re-
chenzeit deutlich grofler wird. Hier sei aber darauf hingewiesen, dafl die Auflésung auf dem
Gebiet G mit AL = 100 km nur halb so gut ist wie auf dem Gebiet @ (siche Abs. 5.4).
Trotzdem kann noch eine Simulationen mit v = 1.7-107% m?/s und Rj, = 10~!* gerechnet
werden. Der Parameter w betrigt hier 2 — & mit € = 2 - 107!% Er liegt damit sehr nahe
am Rand des erlaubten Bereichs von 0 < w < 2 (siehe Abs. 2.2.2). Das Ergebnis zeigt Bild
(5.50) und stimmt auch gut mit Stommels Losung iiberein.

Die Modellergebnisse aus den Untersuchungen des nichtlinearen Problems sind in den Ab-
bildungen (5.51) bis (5.55) dargestellt. Bild (5.51) zeigt die Zirkulation bei derselben Stokes-
und Laplace-Reibung wie im linearen Fall von Abb. (5.48) (Rj, = 4-10~%). Man erkennt auch
hier wieder an der glockenférmigen Kontur des Wirbels den Einflufl der Laplace-Reibung.
Daf} der westliche Randstrom aufgrund nichtlinearer Effekte intensiver wird und der Wirbel
ein wenig nach Norden wandert, sieht man daran, daf§ die Isobaren etwas weiter im Norden
liegen und daf} der Druck im Wirbelzentrum zunimmt.

Die anderen Bilder zeigen Simulationen bei Ry = 4 - 1075, Abbildung (5.52) zeigt die glei-
che Simulation wie Bild (5.49) allerdings unter Beriicksichtigung des nichtlinearem Terms.
In Abb. (5.53) wird die Konstante k aus der Stokes-Reibungskraft K von 2- 1076 1/s
um die Hilfte verringert. Dann ist auch die Ekmanzahl Fj nur noch halb so grof. Im Bild
(5.54) betrigt k nur noch 2-1077 1/s. Bei dem Experiment in Abbildung (5.55) wird wie-
der k =2-107% 1/s gesetzt und die Rossbyzahl erhoht, anstatt die Ekmanzahl erniedrigt.
Wegen der nichtlinearen Prozesse ist das ‘Gezacke’ der Isobaren aufgrund des kleinen Visko-
sitdtsparameters w noch stiarker als bei den linearen Simulationen. Hier wird also schon nahe
an der Stabilitdtsgrenze des Gitter-Boltzmann-Modells gerechnet. Die nichtlinearen Effekte
sind aber dennoch deutlich erkennbar. Mit abnehmender Reibung — kleinerer Ekmanzahl —
bildet sich neben dem Hauptwirbel ein zweiter Wirbel in der nordwestlichen Ecke aus, und
es entsteht ein ostwirtiger Strom am noérdlichen Rand, der sich schliefllich {iber die gesamte
Lénge des Beckens erstreckt. Ein kleiner Wirbel im Nordwesten entsteht auch, wenn wie in
Abb. (5.55) die Rossbyzahl erhoht wird. Die kleinen nordwestlichen Wirbel der Bilder (5.53)
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und (5.55) sind in den Abbildungen (5.56) und (5.57) nochmal separat dargestellt.

Das Verhiltnis zwischen den Rossby- und Ekmanzahlen ist bei diesen Simulationen mit 0.05
bis 0.15 teilweise recht klein. Daher dominieren die nichtlinearen Prozesse nicht iiber die
viskosen, sondern beide haben wesentlichen Einflufl auf die Zirkulation, wie es aus der Ab-
handlung im Abschnitt 5.2 zu erwarten ist.

Bei den nichtlinearen Simulationen auf dem groflen Gebiet G entstehen also ganz dhnliche
Zirkulationen wie zuvor bei denen auf dem kleineren Gebiet Q. Geméfl der Theorie von Munk
et al. (1950b) und den numerischen Ergebnissen von Bryan (1963) und Veronis (1966b) wer-
den zusétzliche Wirbel im Nordwesten gebildet, wo die Stromung auch intensiver wird, und
es treten ostwirtige Stromungen im Norden auf (siche Abs. 5.2).
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Abbildung 5.47: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall oo = 15°, Ej, = 0.009, Ry, = 4-10~4
und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.22 m/s.
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Abbildung 5.48: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall pg = 15°, E}, = 0.009, Rj, = 4-10~*
und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmae = 1.09 - 10* Pa.
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Abbildung 5.49: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall pg = 15°, Ey, = 0.009, Rj, = 4-10~°
und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmae = 9.57 - 10° Pa.
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Abbildung 5.50: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall oo = 15°, Ej, = 0.009, Ry, = 10~ 14
und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmae = 1.0 - 10* Pa.
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Abbildung 5.51: Druck p = p/pmaz fiir den nichtlinearen Fall po = 15°, Ro = 4.5- 1074,
Er =0.009, Ry =4-107*, Ro/Ey = 0.05 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 1.09 - 10% Pa.
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Abbildung 5.52: Druck p = p/pmaz fiir den nichtlinearen Fall po = 15°, Ro = 4.5- 1074,
Er =0.009, Ry =4-107%, Ro/E) = 0.05 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Prmaz = 9.39 - 103 Pa.
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Abbildung 5.53: Druck p = p/pmaz fiir den nichtlinearen Fall po = 15°, Ro = 4.5- 1074,
Er = 0.0045, R, = 2-107°%, Ro/Ey = 0.10 und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmaz =
4.83-10% Pa.
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Abbildung 5.54: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall po = 15°, Ro = 4.5-1074, B, =9-
107%, Ry, = 4-107%, Ro/Ey, = 0.5 und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmaz = 1.31-10% Pa.
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Abbildung 5.55: Druck p = p/pmaz fiir den linearen Fall @9 = 15°, Ro = 1.35- 1073,
Er =0.009, Ry =4-107%, Ro/Ey = 0.15 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
DPrmaz = 2.72-10* Pa.
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Abbildung 5.56: Geschwindigkeit w der Zirkulation aus Abb. (5.53) in der nordwestlichen
Ecke des Gebiets G. Die grifste dargestellte Geschwindigkeit betrdgt |[u| = 0.15 m/s.
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Abbildung 5.57: Geschwindigkeit w der Zirkulation aus Abb. (5.55) in der nordwestlichen
Ecke des Gebiets G. Die grifste dargestellte Geschwindigkeit betrdgt [u| = 0.74 m/s.
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5.6.2 Ergebnisse des Modells mit Laplace-Reibung

Kommen wir nun zu den Simulationen, die ausschliellich mit Laplace-Reibung gerechnet
werden. Fiir die Referenzbreite gilt weiterhin ¢y = 15°, und auch die Bilder zeigen weiterhin
die Stromungszusténde nach 15 Monaten (4 Millionen Zeitschritten).

Die Abbildungen (5.58) und (5.59) zeigen den linearen Fall mit No-slip-Bedingungen im
Westen und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Siiden. Beim Geschwindigkeitsfeld
(5.58) ist wegen der Ubersichtlichkeit nur jeder 30. Wert abgebildet. Man erkennt wieder
in sehr guter Ubereinstimmung mit der Theorie (sieche Abb. 5.2) den asymmetrischen Wir-
bel, den westlichen Randstrom und den Gegenstrom auf der Ostseite des Randstroms. Der
Austauschkoeffizient ist aber mit A = 8.3 - 10* m?/s relativ grofl. Wie schon erwihnt, gab
Munk (1950a) aus Beobachtungen der Breite des westlichen Randstroms einen Wert zwi-
schen 4 - 10® m?/s und 7 - 10> m?/s an. Deswegen ist auch der westliche Randstrom mit
mindestens 500 km gegeniiber den 250 km von Munk recht breit. Die nichtlineare Simulation
unter denselben Bedingungen ist in den Bildern (5.60) und (5.61) dargestellt. Auch dieses
Ergebnis entspricht ganz der Theorie von Munk et al. (1950b) und den numerischen Ergeb-
nissen von Bryan (1963). Das Wirbelzentrum ist gegeniiber dem linearen Fall nach Norden
verschoben, weshalb sich der westliche Randstrom mehr im Nordwesten konzentriert. Dieser
biegt nach Erreichen des nérdlichen Randes sehr schnell um und strémt ungefihr 2000 km
nach Siiden, um dann in einen breiten, schwachen 6stlichen Randstrom iiberzugehen. Ganz
ghnliche Stromungsmuster ergaben sich auch schon bei den nichtlinearen Simulationen auf
dem kleinen Gebiet @) (siehe Abb. 5.35 - 5.38, 5.39, 5.40).

5000

N
SN

]

/

1

]/

]/

i

)

1

,

4000~

s

3000+

km

2000+

N

10001

\

IS

\
t
!
1
1
1
1
[
1
1
\
!

0 I I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

km

Abbildung 5.58: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall pg = 15°, Re = 1200, Reg = 12,
E4 = 3.8-107% und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-
Bedingungen im Norden und Siden. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.97 m/s.
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Abbildung 5.59: Druck p = p/Pmaas fir den linearen Fall oo = 15°, Re = 1200, Reg = 12,
E4 = 3.8-107% und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-

Bedingungen im Norden und Stiden; pmae. = 1.33-10° Pa.
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Abbildung 5.60: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall pg = 15°, Re = 1200,
Reg = 12, Ro = 4.52-1073, E4 = 3.8 - 1075 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand
im Westen und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Siden. Die grifite dargestellte

Geschwindigkeit betrigt |u| = 1.17 m/s.
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Abbildung 5.61: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall oo = 15°, Re = 1200, Reg =
12, Ro = 4.52-1073, E4 = 3.8 - 10~ und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen
und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stiden; pya. = 1.30-10° Pa.
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Die gerade diskutierten Simulationen mit einem Austauschkoeffizienten von A = 8.3 -
10* m? /s erzeugten stationire Stromungen. Wird der Austauschkoeffizient so weit gesenkt,
daB er im Bereich von 4 - 103 m?/s bis 7 - 103 m?/s liegt, und damit die Reynoldszahl
erhoht, entstehen keine stationéren Stromungen mehr. Dies zeigt auch die zeitliche Ent-
wicklung des Gesamtimpuls Jpg(t) im nichtlinearen Fall mit Reg = 16, Ro = 4.5 - 10~*
und E4 = 2.8- 1077 in Bild (5.62). Es wird nur ein quasistationirer Zustand erreicht. Der
Gesamtimpuls nimmt zunéchst zu und schwankt dann aperiodisch um einen festen Wert
herum. Die ensprechende Simulation wird spéter im Bild (5.65) besprochen.
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Abbildung 5.62: Zeitliche Entwicklung des Gesamtimpuls Jpa(t) fiir den nichtlinearen Fall
o = 15°, Re = 1600, Reg = 16, Ro = 4.5-107%, E4 = 2.8-10~" und No-Slip-Bedingungen
auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stden.

Die Abbildungen (5.63) bis (5.67) zeigen die Ergebnisse fiir A = 6.25 - 10* m?2/s. Das Ge-
schwindigkeitsfeld u (Abb. 5.63; nur jeder 16. Wert) und der Druck p = p/ppmaz (5.64) zeigen
den linearen Fall. Es bildet sich auch hier der schmale starke westliche Randstrom und der
asymmetrische Wirbel, deren Struktur zeitlich unabhéngig ist. Ostlich dieses Wirbels ist die
Stromung aber nicht stationér. In den beiden Bildern, die nur eine Momentaufnahme dar-
stellen, erkennt man bei x ~ L/3 eine siidwirtige Stromung, die um einen weiteren Wirbel
stromt, und im Osten des Gebiets tritt ein dritter, grofler Wirbel auf.

Die Zirkulation des nichtlinearen Falls sieht zum gleichen Zeitpunkt ganz d&hnlich aus, wie die
Abbildungen (5.65) und (5.66) zeigen. Die wesentlichen Anderungen sind dabei die gleichen
wie bei den stationdren Losungen bei grofieren Austauschkoeffizienten: Das Wirbelzentrum
im Westen verschiebt sich nach Norden, der westliche Randstrom erstreckt sich auch weiter
nach Norden und ist dort intensiver als im linearen Fall, und auf der Ostseite des Wirbels
entsteht eine Gegenstromung, die aber nur einige 100 Kilometer nach Siiden reicht. Steigt
das Verhéltnis zwischen Rossby- und Ekmanzahl an, und gewinnen daher die nichtlinearen
Prozesse mehr an Bedeutung (Abb. 5.66), tritt wie bei Bryan (1963, Abb. 5.3) neben dem
Hauptwirbel am westlichen Rand ein zweiter Wirbel in der nordwestlichen Ecke auf. Die
Geschwindigkeiten in diesem Wirbel sind im Bild (5.67) gesondert dargestellt.

Insgesamt bleiben aber auch bei den nicht-stationdren Stromungen mit hohen Reynolds-
zahlen der westliche Randstrom und der Wirbel im Westen erhalten, und bei wachsendem
Verhiltnis zwischen Rossby- und Ekmanzahl treten die gleichen Effekte wie bei den Zirku-
lationen auf, die einen stationiren Zustand erreichen.
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Abbildung 5.63: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall pg = 15°, Re = 1600, Reg = 16,
Ej = 2.8-1077 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-
Bedingungen im Norden und Siden. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.62 m/s.
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Abbildung 5.64: Druck p = p/Pmaas fir den linearen Fall oo = 15°, Re = 1600, Reg = 16,
Ej = 2.8-1077 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen und Osten und Slip-
Bedingungen im Norden und Stiden; pmae. = 1.32-10* Pa.
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Abbildung 5.65: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall oo = 15°, Re = 1600, Reg =
16, Ro = 4.5-107%, E4 = 2.8-10"7 und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen
und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stiden; pya. = 1.33-10* Pa.
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Abbildung 5.66: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall oo = 15°, Re = 4800, Reg =
48, Ro = 1.36-1073, E4 = 2.8 -10~" und No-Slip-Bedingungen auf dem Rand im Westen
und Osten und Slip-Bedingungen im Norden und Stiden; pya. = 3.94-10* Pa.
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Abbildung 5.67: Geschwindigkeit w der Zirkulation aus Abb. (5.66) in der nordwestlichen
Ecke des Gebiets G. Die grifste dargestellte Geschwindigkeit betrdgt |[u| = 1.40 m/s.
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5.7 Modellergebnisse III

Im Abschnitt 5.5.1 wurden die Ergebnisse des Gitter-Boltzmann-Modells mit Stokes-Reibung
und Slip-Bedingungen auf dem quadratischen Gebiet @ (2000 km x 2000 km) diskutiert,
bei denen die zeitliche Diskretisierung At = 5 s betrug. In diesem Abschnitt werden nun
Simulationen mit gleicher rdumlicher Diskretisierung aber mit At = 50 s untersucht und
mit den Ergebnissen aus 5.5.1 verglichen.

Die folgenden Bilder zeigen die Zustdnde der Zirkulation nach der Integrationszeit von 15
Monaten. Wegen des grofieren Zeitschritts werden dafiir nur 40 Minuten Rechenzeit auf
einer CRAY J90 benétigt (sieche auch Abs. 5.4). Wie bei den Simulationen mit At = 5 s
werden nach etwas mehr als 40 Tagen stationédre Zustédnde erreicht. Fiir die Referenzbreite
wird ¢g = 30° und fiir die Reibungszahl Ry = 5 - 10~° gewéhlt.

Die Abbildungen (5.68) und (5.69) zeigen das Geschwindigkeitsfeld u (nur jeden vierten
Wert) und den Druck p = p/pmas nach Gleichung (5.48) fiir den linearen Fall mit der
Ekmanzahl Ej = 0.05. Die Konstante k& aus der Stokes-Reibungskraft K = —ku betrigt
2-107% 1/s. Das Modellergebnis zeigt mit dem asymmtrischen Wirbel und dem westlichen
Randstrom eine genauso gute Ubereinstimmung mit der analytischen Lésung von Stommel
(1948, Abb. 5.8 und 5.9) und dem numerischen Ergebnis von Veronis (1966a, Abb. 5.4a) wie
die gleiche Simulation fiir At =5 s, die im Abschnitt 5.5.1 diskutiert wurde (Abb. 5.6 und
5.7).

In den Bildern (5.70) und (5.71) sind das Geschwindigkeitsfeld u (nur jeder vierte Wert) und
den Druck p = p/pmaz fiir den nichtlinearen Fall mit der Rossbyzahl Ro = 1.26 - 10~2 und
der Ekmanzahl Ej = 0.05 dargestellt. Die Konstante k betrégt auch bei dieser Simulation
2-1076 1/s. Die Zirkulation zeigt groe Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Veronis
(1966b) in den Bildern (5.4) und auch mit den Ergebnissen der entsprechenden Simulation
aus Abschnitt 5.5.1 (Abb. 5.12 und 5.13). Es entsteht der asymmetrische Wirbel mit dem
starken, schmalen westlichen Randstrom und einem breiten, schwachen Randstrom im Osten.
Der Wirbel erstreckt sich weiter nach Norden als nach Siiden, wie es fiir den nichtlinearen
Fall charakteristisch ist.

In den Abbildungen (5.72) und (5.73) ist die windgetriebene Zirkulation fiir den nichtlinearen
Fall mit £ = 1076 1/s dargestellt. Die Rossbyzahl betrigt weiterhin Ro = 1.26 - 10~2, aber
die Ekmanzahl wird auf Fr = 0.025 halbiert. Auch dieses Ergebnis stimmt sehr gut mit
den Ergebnissen von Veronis (1966b, Abb. 5.4) und der entsprechenden Simulation mit der
zeitlichen Diskretisierung von 5 s in den Bildern (5.18) und (5.19) iiberein. Der westliche
Randstrom erstreckt sich jetzt bis in die nordwestliche Ecke hinein. Es bildet sich auch ein
schmaler Randstrom im Norden, der sich aber nur wenige hundert Kilometer nach Osten
erstreckt.

Insgesamt zeigen diese drei Simulationen, dafl auch das Gitter-Boltzmann-Modell mit dem
zehnmal groferen Zeitschritt hervorragende Ergebnisse liefert.
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Abbildung 5.68: Geschwindigkeit u fiir den linearen Fall oy = 30°, E, = 0.05, R, = 5-107°
und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die grifite dargestellte Geschwindigkeit betrigt |u| =
0.61 m/s.
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Abbildung 5.69: Druck p = p/pmaz fir den linearen Fall o9 = 30°, E, = 0.05, R, = 5- 10~°
und Slip-Bedingungen auf dem Rand; pmae = 9.04- 10 Pa.
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Abbildung 5.70: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.05, R, =5-107°, Ro/E) = 0.252 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.60 m/s.
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Abbildung 5.71: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall o = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Er =0.05, R, =5-1075, Ro/Ey = 0.252 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 8.61-103 Pa.
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Abbildung 5.72: Geschwindigkeit u fiir den nichtlinearen Fall oy = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Ey = 0.025, Ry = 107, Ro/E), = 0.504 und Slip-Bedingungen auf dem Rand. Die gréfite
dargestellte Geschwindigkeit betrdgt lu| = 0.74 m/s.
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Abbildung 5.73: Druck p = p/Pmax fiir den nichtlinearen Fall 9 = 30°, Ro = 1.26 - 1072,
Ey =0.025, Ry = 1074, Ro/Ey, = 0.504 und Slip-Bedingungen auf dem Rand;
Pmaz = 4.50 - 103 Pa.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Weiterentwicklung der Methode der Gitter-Boltzmann-Modelle
vorgestellt, mit der Stromungen im Ozean und in der Atmosphére simuliert werden kénnen.
Ein Vergleich mit anderen numerischen Modellen der windgetriebenen Zirkulation des
Ozeans wurde diskutiert.

Als erstes wurde in Kapitel 2 die Methode der Gitter-Boltzmann-Modelle in zwei Dimensio-
nen dargestellt. Nach der Einfiihrung in die Grundlagen in 2.2 wurden im Abschnitt 2.3 al-
ternative Gleichgewichtsverteilungen vorgestellt, mit denen bei inkompressiblen, stationéren
Stromungen der Kompressibilitéatsfehler vollstdndig vermieden wird. In Abschnitt 2.4 wurde
diskutiert, wie verschiedene Randbedingungen im Modell umgesetzt werden. Um Strémun-
gen im Ozean simulieren zu konnen, muflten zusétzliche Kréifte in das Gitter-Boltzmann-
Modell eingebaut werden. Dazu wurden im Abschnitt 2.5 zwei Verfahren zum Einbau beliebi-
ger orts- und zeitabhéngiger Kréfte entwickelt: das makroskopische und das mikroskopische
Verfahren. Dabei wurde gezeigt, dal die Anwendung des makroskopischen Verfahrens vor-
teilhafter ist. Das makroskopische Verfahren ist eindeutig, und es kann vor allem Rechenzeit
eingespart werden.

Im Kapitel 3 wurden Gitter-Boltzmann-Modelle auf einfache Stromungsprobleme zwischen
zwei parallelen Platten angewandt. Bei der Erzeugung von Couette- und Poiseuille-Stromun-
gen und der Untersuchung von nicht-stationdren Stromungen in den Abschnitten 3.1 bis
3.3 wurden im Vergleich zu den theoretischen Losungen sehr gute Ergebnisse erzielt. Im
Abschnitt 3.4 wurde die Stabilitdt von Poiseuille-Stromungen bei hohen Reynoldszahlen
untersucht. Dabei wurde gezeigt, dafl Gitter-Boltzmann-Modelle auch fiir Probleme mit
hohen Reynoldszahlen (O(10%)) geeignet sind. Die Ergebnisse entsprachen ganz den Erwar-
tungen, nach denen Poiseuille-Stromungen erst oberhalb der kritischen Reynoldszahl von
Recrit = 5772.22 (Orszag, 1971) instabil werden.

In den Kapiteln 4 und 5 wurde dann das Gitter-Boltzmann-Modell mit Hilfe der Verfahren
aus Abschnitt 2.5 mit zuséitzlichen Kriften aufgeriistet, um Stromungen in einem barotro-
pen Ozean zu simulieren. Die Ergbenisse bei der Untersuchung von Tréigheits-Bewegung in
einem offenen Meeresgebiet im Abschnitt 4.2 stimmen sehr gut mit der analytischen Losung
des Problems iiberein. Bei den Simulationen der windgetriebenen Zirkulation des Ozeans im
Kapitel 5 wurden ebenfalls iiberzeugende Ergebnisse erzielt. Die Resultate der Simulationen
des linearen Falls zeigen sehr groBe Ubereinstimmungen mit den analytischen Losungen von
Stommel (1948) und Munk (1950a). Bei der Untersuchung des nichtlinearen Falls ergaben
die Vergleiche mit den numerischen Losungen von Bryan (1963) und Veronis (1966b), die
mit Finiten-Differenzen-Modellen gewonnen wurden, ebenfalls sehr gute Ubereinstimmun-
gen. Dabei konnte besonders im Abschnitt 5.7 gezeigt werden, dal das verwendete Gitter-
Boltzmann-Modell sehr schnell ist. So wurden fiir eine Integrationszeit von 15 Monaten bei
einer zeitlichen Diskretisierung von At = 50 s nur 40 Minuten Rechenzeit auf einer CRAY

105
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J90 benotigt.

Insgesamt liefert das Gitter-Boltzmann-Modell gleich gute Ergebnisse wie klassischen Mo-
delle mit finiten Differenzen. Die erzielten Ergebnisse zeigen aber auch, das es in seiner
quantitativen Leistungsfahigkeit konkurrenzfihig ist. Bei Problemen mit komplexer Geome-
trien sollten sie klar im Vorteil sein, da die Umsetzung von komplizierten Randbedingungen
in Gitter-Boltzmann-Modellen gegeniiber den klassischen Modellen recht einfach zu verwirk-
lichen ist.

Die erfolgreichen Anwendungen der Gitter-Boltzmann-Modelle in dieser Arbeit stellen wie-
derum unmittelbar die Grundlagen fiir weitere Entwicklungen dar. So wére es beispiels-
weise interessant, die Stabilitdt von Poiseuille-Strémungen in drei Dimensionen mit Gitter-
Boltzmann-Modellen zu behandeln. Dabei besteht die Motivation in der Untersuchung von
subkritischen Instabilititen, wie sie bei Trefethen et al. (1993) angesprochen werden. Drei-
dimensionale Gitter-Boltzmann-Modelle ohne zusétzliche Krifte findet man u.a. bei Wolf-
Gladrow (1995a) und Zou et al. (1995a).

Auch die Modellierung von Strémungen im Ozean und der Atmosphéire mit Gitter-
Boltzmann-Modellen kénnte auf drei Dimensionen ausgeweitet werden. Die beiden im Ab-
schnitt 2.5 entwickelten Verfahren zum Einbau zusétzlicher Krifte sollten in 3 Dimensionen
genauso wie in 2 Dimesionen anwendbar sein. Um aber auch barokline Probleme simulieren
zu kénnen, miifite zunéchst die Zustandsgleichung und Tracergleichungen in das Modell ein-
gebaut werden, um auch Tracer wie Salz und Temperatur verfolgen zu kénnen. Ein weiterer
wichtiger Punkt wire, die quantitative Leistungsfahigkeit der Gitter-Boltzmann-Modelle im
Vergleich zu Modellen zu untersuchen, die mit finiten Differenzen, finiten Elementen oder
spektralen Methoden arbeiten. Wie schon erwéihnt, konnten Gitter-Boltzmann-Modelle da-
bei eine ernsthafte Konkurrenz darstellen.
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